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第 一 部 分 概念 和 定理 





— -- 一 .一 = 一 一 一 一 一 一 = = 一 -一 -有 一 


国内 外 数学 竞赛 试题 涉及 许多 数学 分 支 , 如 代数 、 儿 何 、 数 论 ,初等 微 积 分 ,初等 慨 率 论 、 
组 合 数学 和 图 论 等 ， 这 一 部 分 邵 录 了 求解 各 类 数学 竞赛 试题 所 必须 的 到 自 上 述 各 分 支 的 最 
重要 的 艇 念 和 定理 。 数 学 名 词 以 及 某 些 定理 的 名 黎 沿 用 现行 中 学 数学 教科 书 ， 即 参考 文献 
[3] 一 [9], 或 引用 参考 文献 [了 与 [2]。 这 一 部 分 包含 了 1400 个 定理 , 大 部 分 都 注 明 出 处 ,从 
中 可 查 到 定理 的 证 明 。 至 于 比较 简单 的 定理 , 则 不 再 指明 参 沽 文献 。 当 然 , 如 果 能 自行 给 出 
定理 的 证 明 , 则 不 论 对 有 关 数 学 知识 的 理解 与 掌握 ,或 者 提高 求解 数学 竞赛 题 的 能 力 ， 都 会 
有 所 神 益 的 ， | 

关于 集合 的 概念 见 [1], [2], 3]. 

定义 1 如 果 集合 人 4 的 每 个 元 素 都 属于 集合 B， MARS AW B Ff, 记 作 4C 
B | 


定义 2 SA ARIBR3E3E AUBEHRB4 3 DPI 3 EAS ATIBiR ARARA 
RR, AA A8P002SAnB 是 由 所 有 取 属 于 4 又 属于 的 元 素 组 成 的 集合 

同样 可 以 定义 若干 个 集合 的 并 集 及 交集 。 

定义 3 ， 集 合生 和 召 的 差 集 4\B 是 集合 4 的 子 集 , EH PN ARE Bi 3: E 
组 成 如果 BC 4, 则 差 集 ANB 称 为 集合 BB 在 集合 4 中 的 补 集 ， 

元 素 组 由 一 些 元 素 组 成 。 如 果 元 素 组 中 的 元 素 相同 而 只 是 元 素 的 排列 次 岩 不 同 ， 不 议 
为 是 不 同 的 元 素 组 (比如 {1, 2, 9, = (9, 3, 13), 则 称 为 无 序 组 如果 元 素 组 中 的 元 案 排 列 
次 序 不 同 ,得 到 的 元 素 组 认为 是 不 同 的 ,出 称 为 有 序 组 ， i 

定义 4 集合 4 和 马 的 篇 卡 儿 积 A xB J3EDOS E FESG3A) (z, y), z€ A, v€ B HURI 
集合 。 

同样 可 以 定义 若干 个 集合 的 笛 卡 儿 积 ， | I 

定理 1 KAHHAR], [17]) 如 果 把 % 元 集合 表 成 它 的 个 子 集 的 并 集 , 则 有 
荣 个 子 集 至 少 会 天 个 元 素 ， 

FR aesti Bm. 8 36 i ga 

定理 2 (数学 归纳 法 原理 ) CD， [2], (4), £17)) 设 对 基 个 依赖 子 参数 的 市 是 
U (ay, 有 
(命题 苹 CD 成 立 ; 


[11] 


E (2) MRR EA n€ N, 命题 Ud), U2), `... Um) 成 立 ; 则 命题 UCn+1) 也 成 立 ， 

MAEVA EN 都 成 立 . 

关于 函数 的 概念 见 [1], [2], [3]; [9], [10]。 用 六 4 一 吾 表 示 定 义 域 为 4 而 值 域 为 召 
的 函数 。 

定义 5 RERA f: A-B. WP RR g: B>A 满足 

gF =>, f(gG)) =y, z€ A, y€ B, 
则 函数 9 称 为 酌 数 了 的 反 函 数 , 记 作 9 = f 1, 

定理 3 函数 f: A-B RAE 80,238 B 36y 238, 对 任意 的 EB fd z€ A, 
使 得 (e) = 如 并 且 对 任意 两 个 不 同 的 mi, za € A, f (mi) əe f (ms). 

定义 6 两 个 函数 了:4->B 和 g:B->C 的 复合 函数 是 函数 广 :4->0, 其 定义 如 下 ， 
| | h(@)=g(J(@)), z€ A, 

”若干 个 酒 数 — | E 
| fa: 4A,—A;, fa: AA ma Ja A.A... 
的 复 会 函数 类 似 地 定义 

函数 : AA f IETEN Pa 358652 83k f: R> RB, 63 f BJ n k 3 8 iñ 

3 Po LS HON HRAN F- '(=) 分 别 和 F)" CUON 不 相同 . 只 
., nA peo 
DAREM EE LUN 例如 ,sin? “表示 s sin z-sin z, 而 不 表示 sin(sin2).. 

定义 了 H% f: A-B 称 为 

上 有 有 界 区 ,如 果 存 在 革 个 8 € 使 得 对 所 有 的 了 Ed， 都 许 f(z) < M, 

证 有 界 的 ,如 果 存 在 某 个 m € R, 使 得 对 所 有 的 ZE A, 都 有 f (z) > m, 

. Li F A 38038 f: A.B RAAT ARK. 

定义 E Ac R, M f: A—.R S. 

递增 的 ， 如 果 f (a) < Fe) 

` aR, E f (a) >. f Ge) 

不 增 的 ,如 果 TEDS Eds.. | 

ARB. I EDSS G) 

其 下 每 个 条 件 都 对 所 有 满足 不 等 式 T< tp 的 数 z. ouEA4 城 立 ， 具有 上 流 4 个 特质 之 一 的 
函数 f: AR 称 为 单调 的 。 递增 或 者 递减 的 函数 称 为 严格 单调 的 。 

KAERRA :4 一 忆 的 特例 , 它 的 定义 城 是 集合 呈 的 于 和 集 。 RERS a: N— BË, REI 
Bo: Z: R, 它 的 值 记 作 ww。 和 定义 7 了 .8 相对 应 ,可 以 定义 上 有 办 .下 有 界 、 有 界 、. 递 增 、 递 
碱 , 不 增 \ 不 减 ,单调 和 严格 单调 数列 。([4]) 

定理 4 对 任意 :4,8E 晤 和 n 全 入， 有 

l oil — bnt1 = (a — b) (a + a !b +. +ab"-1 +b"), 
atst 小 六 n+ = (a+b) (0 -alb + — ob +b), 
a?” bn = (a + b) al 2082 +... .0 br!), 


Vat' = JyG+ vab) + J? (a- ve - b), 


最 后 一 个 等 式 中 设 5>0 H ap V b, 
12y 


-一 一 一 


定理 5 ( 贝 努 利 不 等 式 )([14]) 对 所 有 满足 条 件 a> -1, s0, b==0, bæli a, bE 
R, 有 
(L+a<1+ab, 当 0<5<I 时 ， 
(l+a)'>l+ab, 当 bE [0, 1] 时 。 
关于 平均 数 的 概 念 见 [1], [2], 04]. 
ELI F h, a, n ER HARTS 


JE 33 Gys Ga, H'a n 的 几何 平均 数 是 
Re SN 
正 数 Gi Tiy a Cn 的 调和 平均 数 是 
Fk 
4t}... + 1”? 
t ipa n 
数 i, ag tty q, € F 的 二 次 平均 数 是 
VE 
n ` 


定理 6 《关于 平均 数 的 定理 )([14]) 对 任意 的 正 数 Gis ay dn 有 











n — ü +G + -- +& 二 人 本 二 
+ Í o Í = tto". ta 过 一 一 2 "< 3 人 
一 二 74 g 
G ta 


而 且 ,如 果 这 生 个 平均 数 不 全 相等 时 , 则 所 有 不 等 式 都 是 严格 的 . 
最 常用 的 是 几何 平均 数 与 算术 平均 数 之 问 的 不 等 式 , 它 对 非 负 实数 也 成 立 . 


定理 7 《〈[9],[10]) 数 列 (1+ 元 ) n€ N PR38806, 并且 有 极限 ， 其 极限 记 作 e, 则 对 
每 一 个 mwE 二， 都 有 a 
(1+2) < e. 
名 


以 e 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 , 记 作 ln, 即 jpgsz <In z, s>0, (CL), [9], [101) 
定义 10 符号 函数 定义 为 


l, 当 æ>0 fj, 
sm -| 0， 当 z=0 时 ， 
-1, 当 z<0 时 。 


EXT 数 zE BR 的 整数 部 分 [%] 是 不 超过 x 的 最 大 整数 ， 数 {2} =r [z] 称 为 数 GE 
上 的 分 数 部 分 . | 

定理 8 整数 部 分 [2] 是 不 减 函数 ,分数 部 分 ie EAM 其 周期 为 工 

关于 整除 性 的 概念 见 [1],[2],[1t],[i2]、 

定义 12 给 定数 a, b€ Z, bs=0, 如 果 g€ Z, r€ 10, 1, Ty jb] -I HE 

| G=qgb +T, 

MU q 和 7 分 别称 为 4 除 以 5 的 商 和 余数 ， 如 果 7 =0, 则 说 4 被 了 整除 , 记 作 51a, 或 者 说 6 
是 上 的 售 数 ,而 5 是 a 的 因数 

EXI 非 零 的 数 ay Gs oO a.€ Z 的 最 小 公 和 倍数 是 能 被 其 中 每 一 个 整数 allig 


[3] 


MERRER EIEL as -: as], 

定义 14 设 ao a, …，@E 呈 中 至 少 有 一 个 数 不 等 于 零 , 这 ”个 数 的 最 大 公 因 数 是 能 
够 整除 其 中 每 一 个 整数 的 最 大 自然 数 , 记 作 {81, Day ty G.) 

定理 8 (11, 2DE an bE N, A | 

(a, b) la, b] = ab, 

定义 15 Wa, 了 EZ Bš (a, b) =1, 则 称 和 和 总 是 互 素 的 ,也 称 为 互 质 的 。 

定义 16 #Ea,b, (€Z, 且 cs0。 WE cella- 0), WEK aA d. js, ie Ea= b 
(nod c), WL Bg a M b 模 c 不 同 余 , 记 作 az b(mod o), 

定理 10 ([11] [13 给 定 a, 6, e, d, m, EC Z, B. m=0, k=0, WE 

(1) 如 果 a=b(mod m) E. b= e(mod m), Wj 2= e(mod m); 

(2) 如 果 a= b(mod m) H. e= démod m), Wj e +e= b +d(mod m) H ac = bd(mod m); 

” (9) 如 果 a=b(mod m), 则 对 任意 的 mE 加 , H as= b" (mod m); 
(4) 如 果 5E=pfmod m), W|) k= bk(mod m&), 
(5) 如 果 a=b(modm), B. kla, kib, kim, W 


kune). 
定理 11 HE a, be Z #WI n€ N, # 
(D 如 果 asb Mla- d|d 
(2) 如 果 a% b, W (a+b) j (ai + b1) 
(3) 如 果 as b, M(etb)i (a 6°), 








这 个 定理 由 定理 和 或 定理 IG, 
定理 12 整数 的 ?次 告 Qarsi), 除 以 整数 ma<ms 10), s 所 能 得 到 的 余数 如 下 
Kr 
n, 
m m 
3 | 8 | o4 | 5 

3 0,1 | 0, 1, 2 0, 1 0, 1, 2 

4 0, 1 0, 1, 8 | 01. 0 1, 3 

5 0, 1, 4 0 1, 9, 8, 4 | : 0,1,2,3,4 

6 01,354 _ 0, 1,.2, 345 0 1.9,8,4,5 

z langa lons _ ' 0123456 

8 014 04.85 7. 0, 1, °, 5, T 

9 GRET 18 M 1 5 4578 
10 9, 1, 4, 5, 6, 9 1053458089 | 0, 1, 5, 3, 4, b, 6, T, 8, 9 





jua aaayaaani HM kayta, 另外 , 还 有 二 进 数 、 八 
进 数 等 (ft]j, [2])、 一 般 地 ,可 以 引进 下 面 的 f 
定义 17 WREN IURA 


k akm akma 十， a h! + ap, | 


[41 


R h3638 222, 而 Gi, a, ey Ga ERER, 3 B a, < k(1<qi=m), a, >0, Mj Kai B 
E nhik ERER, Ni tarta 为 上 进 数 ， 
定理 13 ”给 定 整数 1>>2。 对 任意 nE 不 ， 都 有 唯一 k 进 制 表示 ， 
定理 14 ([11]) 任意 一 个 自然 数 % 与 它 的 十 进 制 表示 中 的 所 有 数字 之 和 模 9 AR. 
关于 二 项 式 和 二 项 式 系 数 的 究 伪 和 公式 见 [1]; [2], [51, [171. 
定义 18 Hm, nE Z, nzmz:0, —mñi 3 3548 F RE DU 37 
| n ni 


” miI(m-m)1 


其 中 记 
1.2... n. 34 n€ N RJ, 
m= 当 n=0 时 ， 
定理 15 ([5], [171) 对 任意 %, n€ Z* , 有 
(D Ch=Cu= 1, 


(2) Om= Om", Hp nz m>>0, 

(3) C2= 0r ORD 其 中 n>m>0, | 

定理 人 (牛顿 二 项 式 定理 ){L8]， Disa a, ben MEN, 有 

(a + b)" = Cha" tO dt +G Mo" + a. + OR laba" + Ot, 

当 取 m=&=I 或 4= -0= 工 时 ， 即 得 下 面 定理 中 的 C)、 (2). 

定理 11 q2], 上 7]) 所 有 二 项 式 系数 都 是 自然 数 , 并 且 有 ` 

(1) 二 0 十 十 伐 =29 

(2) C1- Ci +03- -e +- 1)"Ch= 

关于 来 数 的 概念 和 定理 见 [1]， m, nn, 12]. 

定义 19 类 于 + 并 且 除 1 及 其 自身 外 没有 别 的 整数 因子 的 自然 数 称 为 素 数 或 质数 。 
其 他 大 于 工 的 自然 数 称 为 合 数 。 数 工 姨 不 是 素数 也 不 是 合 数 。 

定理 18 (算术 基本 定理 ) ([11], [13]) 每 个 大 于 工 的 整数 都 可 分 解 为 ~- 些 素 数 的 滋 
积 , 而 且 ; 如 果 不 计 因子 的 书写 顺序 ,这 种 分 解 是 唯一 的 ， 

定理 (Tl, [12]) 崇 数 有 无 穷 多 个 ， 

定理 20 (EREM) C, [12]) 在 整数 n! 的 素 因子 分 解 式 中 ,素数 作为 因子 出 


AAKA E | | f 
DE 


下 面 关 个 定理 是 关于 屯 素 的 数 的 性 质 的 。 f 

定理 21 【〈[IH] ，[13]) 设 a, b, cE Z, c0, 如 果 c[ab B. ($, c) =1, WA cfa, 

定理 22 Ha, be mEN, MẸ ab=0” Hla, b)=1, WDa=an,b=)b9, 其 中 4b)= 
č Eís, bi) =1, . 

定理 23 (中 国 剩 余 定 理 或 孙子 定理 )([11], [12]) WRR m, ma o, m 都 不 为 
零 , 而 且 两 再 互 素 ， 刚 对 任意 整数 ar, Gs, s Guy 在 任意 一 个 长 为 Luka z Mig 的 左 开 右 闭 区 
间 中 ，, 都 有 整数 z, 使 得 对 每 个 ,= 2 k, # z=a, (mod mi), 

定理 24 ([l1], [12]) 对 任意 两 个 不 全 为 0 的 a, DE Z, fff p, g€ Z, Hih pa +gb 


[S] 


= (G, 6), 

定理 25 (REE) CI, [12]) 如 果 素 数 力 不 能 整除 G€ Z, WI p| (al - DD, 

由 此 即 得 

定理 26 ([11, 12DA 2 是 素数 , 则 对 任意 aC Z, 有 

àP = a(mod p), 

关于 连续 函数 的 概念 和 性 质 见 [11，[2，![9]，[10]， 

定理 27 (MAER) (CODEAM f:[4, b] R fla, bJ EES, H. A= f(a) < f G@y 
= B, 则 对 任意 CE (A, B), 在 在 cE (a, b), E fO =C, 

由 此 即 有 下 面 的 特例 . 

定理 28 (零点 存在 定理 )([101) 如 果 函 数 f, [e, b]— R 在 [a, 8] 上 连续 , 并 且 在 区 间 
的 两 个 端点 处 都 取 非 零 值 ,但 符号 相反 , 则 存在 e€ (a, b), 使 得 f(e)= 0, 

定理 29 (10) MRA J:le, 9] 一 BR 在 fa, 5] 上 连续 ， 则 存在 c€ [a, b], d€ [a 
b], HARE z€ [a, b], 都 有 f(e)< f (z) < f (d). 

册 此 即 得 下 面 的 

定理 30 ”任意 一 个 在 有 限 闭 区 间 上 的 连续 其 数 , 都 是 有 界 函数 ， 

关于 函数 的 导数 的 楼 念 和 定理 见 [9],710]， 

用 下 东 直线 及 上 的 某 个 区 间 ， 考 起 函数 SIR, ESERSE IMRE, 
即 有 导数 S). TE, 有 新 的 函数 S IR, 它 在 点 xzE 工 的 函数 值 基 Jæ, FIR 
移 为 函数 了 的 一 阶 导数 。 如 划 钞 数 f 在 每 个 点 *E 工 处 可 导 ， 则 它 的 导数 称 为 函数 了 的 二 
阶 导数 ， 同 样 可 定义 通 数 了 的 另 阶 导数 ,并 记 作 f), n=3, 4，5，…。 函 数 了 的 一 阶 、 二 阶 
和 三 阶 导数 通常 依次 记 作 Fr... 

定义 20 函数 :了 ->R 称 为 

n KTRK WREN, 并 且 函 数 子 硅 区 向 工 的 每 个 点 处 只 有 nm 阶 导数 ; 

8 次 连续 可 导 的 ,如 果 函 数 站 是 所 次 可 导 的 ,并 且 菌 数 了 om 在 区 间 工 上 连续 

ERER, ML SHE n€ N. Annak, 

定理 31 (单调 性 的 判定 )([9], [10]) 设 通 数 I> ERHI ETS, WARS E 
不 减 (或 者 不 增 ) 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,对 每 个 EI， 了 '(w)>0( 或 者 f(z) 志 中， 如 果 对 每 
j+ z€ I, 都 有 FOIRE f'(z) < 四, 则 函 数 是 递增 (或 者 递减 ) 的 ， 

定义 21 如 果 函 数 f: IR WE ER v, yE I, MaE [0, 1], 有 

f(az+ (l-ajy) xaf æ) + (1-a) f G), 
出 函数 了 称 为 在 区 间 了 上 是 下 凸 的 。 如果 y(e) = ~ Fo 在 区 间 工 上 是 下 凸 前 , 则 f: I R 
称 为 在 区 间 工 上 是 上 凸 的， | 

定理 32 ERAZ), [10]) 设 函数 了 :I-> 有 在 区 间 [&, DSI FK, 则 
KAS 在 该 区 间 上 是 下 凸 (或 者 上 凸 ) 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 对 每 个 点 z€E I, 有 f'(ay>0 
CERKO 

定理 38 《 拉 格 朗 日 中 值 定 理 )([9] ，[10]) 设 函数 f:[a, b]—>R 在 区 间 [4, DEAS, 
HEERKE (a, 58) 上 可 学 , 则 存在 点 e€ (a, b), 适 台 

y) = HY, 


下 面 的 定理 是 拉 格 郎 日 中 什 定 理 的 特例 . 

定理 384 ( 罗 尔 中 值 定理 )([9], HODER 了 :fei bR EKHI b] 上 连续 , 在 
(a, 8) 上 可 导 , 并 且 f(a)= f(5), 则 存在 点 e€ (a, b), 使 得 f'(e) = 0, 

关于 复数 的 概念 妨 [1]，[2], [4]. 

定义 22 复数 集合 C 是 有 序 实数 对 集合 ,并 在 其 上 和 如 下 定义 加 法 及 乘法 运算 ， 

(a, b) +c, d)= (g+, b+d), 
(a, b)(e, D= (ac —- bd, ad + bey, 

HEt a, b, e, d€ R. 

因为 (a 0) + (b, 0) = (a+b, 9), (ë, 0) (b, 0) = (aò, 0), PJ 3m(a, 外 的 复数 可 以 
着 成 与 实数 & 是 相同 的 。 复 数 (0, T) 称 为 虚数 单位 , 记 作 #。 上 庶 款 单位 满足 

¿2= — Í, 
对 性 意 复数 (4, b), 有 
(a, b) = (a, 0) +b, 0) (0, 1), 

所 以 复数 (4a, M SW IR I a+ bš, 

定义 28 Sac REO N RO z=a+bi 的 实 部 ， 记 作 a= Rez, bE R ON S z-a +i 
的 虚 部 , 记 作 b= 工 z。 实 部 为 0 的 复数 , 即 形 如 bš 的 数 称 为 纯 虚 数 。 

复数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 ,与 实数 有 相同 的 运算 规则 ， 即 满足 加 法 、 乘法 的 交换 律 , 结 
合 律 ,以 及 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ， 

复数 可 以 用 坐标 平面 上 的 点 表示 以 复数 的 卖 部 作为 横 学 标 , 内 部 作为 纵 坐 标 。 

定义 24 W |z] = Val +E 称 为 复数 3=a+ 衣 的 模 。 

定理 中 ”对 任意 复数 2E D0, EA li>, BHI 3 a=0 Rz] =0。 对 任 半 4, vE 
C, 有 

jaw] = Jz] el, 
定理 36 {三 角形 不 等 找 ) 对 任意 7:, ee C, 有 
[z+wl |z] + ||, 
并 且 等 式 当 且 仅 当 ?= 或 者 包 = kz, kI NAY. 
定义 25 设 2=a+ 是 非 零 复数 .满足 


Cos 9 = S, sin s= 


的 角 9 称 为 复数 z HEERA) E r= |z], 设 9 是 复数 z KHA MH e€ (-=, 
z1, 则 称 Y 为 辐 角 的 主 值 , 记 作 9= arg z, 

并 然 , 辆 角 的 主 值 是 唯一 确定 的 。 | 

S 30 RE AT ERRE ERK mL. 
FR. 

定理 37 (复数 的 三 角形 式 )《[4]) og E 3838 E 
O, 都 可 以 表 为 





z= r(cos p +4 sin p), I[mz£=-Ims]- ———— 


其 中 了 = jz], @= arg z, m 1.1 
ES 26 复数 3=a- 65 RAAN z= a+b i, m z RARESA, 


[T] 





定理 88 对 任意 复数 CO, 有 o 
i Rea= Roz, Imz =. -Im (D) = z, 
Ti z 9 | 
G) 实数 当 且 仅 当 z=z 时 ， 
(2) 纯 虚 数 当 且 仅 当 #3= -2 时 。 
在 坐标 平面 上 ,复数 : 与 它 的 共 斩 z 关于 实 轴 对 称 。 
定理 38 ([41) 对 任意 复数 2, WEQ, 有 
|z| = |z], 27= |z], 
: P W= +i, m=, 
TEX z=a=Ü ij argz= -arga 4 z< 0 pf, argi = argz= xz, 
复数 的 减法 及 除法 分 别 作 为 加 法 及 乘法 的 道 运算 定义 的 ， 
定理 4 【[4) 如 果 z=e+ 开 ,2=6+ 乾 是 任意 两 个 复数 ， 则 方程 z+23= 如 有 瞧 一 的 
复数 解 . 
t= e- ald- Di, | 
它 称 为 复数 名和 zz 的 类。 + 
定理 41 [ADAR zea tbis w= orii BERATAN 1 H20, MIR m= -有 
玲 一 的 复数 解 ， 


ac+bd ad- bo i 


oaa o a a tt 
2 称 为 偶数 吕 除 以 复数 2 的 商 ， 
定理 4 ([]) 对 用 三 角形 趟 才 示 的 复数 ,有 . 
ri(cos pi +ê sin p:)) (rs(cos gz +ë sin PD) 
= T 72 (C08(@, + Pa) +È Sin(@,: + Pe)), 
TI1 (CO8 @, + š sin gı) 
TolCOS Pa +È Sin p) 


出 此 可 以 得 到 下 面 两 个 定理 ， 
定理 48 ( 棣 英 佛 定理 ) ([4]) 对 寓 数 的 各 次 乱 ,;nEW) A 
(T (cos p + sin o))* = {cod +ç Hn np) 。 ' 

定理 44 ([4]) 对 任意 非 零 的 复数 EC 和 任意 的 mE N, TE rA nt RR 

它们 称 为 复数 z 的 次 方 根 ， 教工 的 次 方 根 则 做 % 次 单位 根 ， 它们 是 
r, = eÓ ELF +i ain 2E == , FE 40, 1, 人 

定义 27. 各 果实 变数 或 复 变数 vw 的 数 信 函数 f 在 其 定义 域 上 满足 fi- r) = f 四 (或 
者 f(— z) = — f (e2)), 则 函数 六 称 海 假 函数 (或 者 奇 函 数 )、 

关于 多 项 式 的 概念 和 定理 见 [1], [2], [5], [15]， [16]， 

定义 路 ”一 元 多 项 式 是 一 个 实 变数 或 者 复 变数 ”的 函数 , 它 其 有 如 下 的 形式 

. P (z) = G" + ap 8971 +... F GZ Tda, 

Ah nE z+, Gos Giy s EC, 并 且 当 nal Bft, 

定理 45 .两 个 多 项 式 


= +; oko -qs) +égimfp ~ 09), 


P (m) = gatte + Gi + Gas 


18. 


| Or) = bae” + + bs + by ` 
HHRH a= m JH as= b, 41 = bi, es G = b, 时 相等 ( 即 作为 泡 数 是 相 重合 的 )， 
定义 中 j Qa, ea ``, Ga 称 为 少 项 式 
P (2) = aD" + + ti + Go 
的 系数 ，ao 称 为 常数 项 ， a, 称 为 首 项 系数 或 最 高 次 项 系数 。 如 时 nn 这 1， 则 nn 称 为 多 项 式 
P (z) BJ K 8 MRE M P (z) = ao, 则 当 t 时 ;了 (2) 的 次 数 为 0, 而 当 a= 0 时，P(z》 
的 次 数 为 -I 了 ，。 多 项 式 了 (2) 的 沈 数 记 作 deg P, 
定理 46 ([15], [167) 设 (2) 和 人 @(2) 基 任意 的 多 项 式 ; 则 
(D pid Tæ) = Ple) + Q (2) Bb 2 AH. 
dagT'ecmax (degP , dec), 
当 dog P dog BJ, ' 
degT = max (degF, degQ), 
(2) 838 W (2) = P(a) - QG) 4:28, ME P0, Q(s) 0, Mea) =0, ü B. 
deg = degP + degQ, 
定义 30 FE PE) =0 的 解 , 称 为 多 项 式 卫 (的 的 根 。 
多 项 式 和 整数 一 样 可 以 进行 带 余 除法 ,并 由 此 可 以 引出 下 面 的 定义 和 定理 。 
定理 4 【LI15],，[16]7 任 意 给 定 两 个 多 项 式 天 ( 鸣 和 好 (9 ， 并 且 电 (9 关 0， 则 存在 唯 
一 的 一 对 多 项 式 六 (+) 利好 (%*) ,适合 
(O) P(e) =S (z2)Q(a) +RW), 
(2) degt < degQ, 
定义 31 EERE 中 ,多 项 式 RMAKRAERA P (e) Es bl S ur A) HRA. ME 
T4(z) = 0, MREMA POMELA Q (m) 32 ER. 
定理 48 在 定理 47 h,WOR SY K PHN Q KRAMERA WERA S AR ËJ RA rj 
FERA 33 P RIQ B 35835 BE r A MUS THE BJ 33 FHE 20 EB MOP Q 
的 系数 都 荐 整数 ， 而 且 多 项 式 久 的 首 项 系数 等 于 或 者 ~I， 则 六 和 怠 的 系数 同样 部 是 整 
定理 49 (PAE (HSPE P (e) ER 13 i e- z RAST P (sç) 。 
斐 蜀 定 理 也 称 为 余 式 定理 。 
由 裴 卉 定理 可 得 下 面 的 | 
定理 50 《〈 因 式 定理 )([15]) 多 项 式 了 (x) RSNA r-e 整除 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 
数 wo h: P (6) BJ 38, | | 
EX 92 MESMA Pa) 被 多 项 式 (一 20) 整除 ， 但 多 项 式 E-r” 不 能 整除 
Pe), kE N, J| z RA P (2) 85 £ B 8, 
MEETA P{w) 的 每 个 根 都 在 数组 (zi mo, o, zo) 中 出 现 , mO EH Ro E3TFSR, 而 
不 出 现在 这 个 数组 中 的 任意 一 个 数 都 不 是 了 (2) 的 根 , WEERA PERAH ts zz， …， 
Ths l 
定理 51 (tät EMm] [15], 16) EE—-TKAA nel BJ Oi KS n 4 
复数 根 ， 
由 此 得 到 下 面 的 特例 , 即 定理 52 55.54, 
[91 


定理 52 (15) 如 果 两 个 次 数 都 不 大 于 的 多 项 式 在 %+I 个 点 处 的 值 是 相间 的 ， 出 
这 两 个 多 项 式 煌 等 。 

定理 5 ([5],[15]) 任 意 一 个 次 数 为 mw2z0 的 多 项 式 P(o RAHENA 

P (a) = as (z — i) (Wa) E En) 

如 架 不 计 因 式 书写 的 顺序 , 这 种 表示 是 唯一 的 ,其 中 as 是 二 (号 的 首 项 系数 ， 而 qu Z, “°, 
m. 是 了 (C2) 的 概 ， 

定理 54 ”多项式 了 (四 被 多 项 式 @(2) 整 除 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 多 项 式 Q (e) 的 每 个 
根 都 是 了 (2) 的 根 , 而 且 重 数 不 增 加 ， 

定理 SS ( 书 达 定理 )([5], [151) 设 多 项 式 

P (@) = Ast + = + G2 + 

具有 报 is Zoss Ta, WA 


1 + Gy + °° + -t 


G 
Bala + Ltg Hen + Ta 1 = a , 


“0 
ee PERE 1)" 
n= =(- ) 


定理 55 的 递 定理 也 成 立 , 即 有 
定理 SS 〈[5]) 设 数 Vi 22 st EO WEER 55 的 方程 组 ,出 它 们 是 多 项 式 
P (G) = G 2" 十 -… + Gt + Gq 
定理 57 ([5), [16]) 设 Pa) k ESE K. 如 果 2= atbild) P (G) 8 k 5 
根 ， MAN e= a - bi BE P (a) B £ ER MESAR PERSAR 
. {æ — z)" (æ —E)* = (0f -2R + | z 219)" 
寺 实 系数 多 项 起 ,有 与 定理 53 XMR A E. 
定理 68 (IRAS ARALA RE) ([ 坊 1) 任意 一 个 次 实 系 数 多 项 式 卫 (%) 都 可 
P (m) =a, (8 — wi (En) (22 + QP +e) (0 + Bb ttr) 
如 果 不 计 因 式 书写 的 其 序 ， 这 种 表示 是 唯一 的 ,其 中 改 , 1220, m+ =n, a, Je 32 uk P (z) 
HHRMA, Tis Toe ; GL € F E P (z) 882818 348, 重 根 按 重 数 计算 ， H bis ts Drs Cay 
:GER 并且 二 次 三 项 式 
+bw + oy rs 22 +2b z + G, 


REALM, ED DIS cir …， CI, 


定理 89 ([5], [15]) 如 果 既 约 分 数 Z, (p, 9) =1， 是 整 系数 多 项 式 asan + + az 


ag hyi, M. ples, 9| 如。 
由 此 有 下 面 两 个 绪论. 
定理 0 整 系数 包 项 式 


119] 


E +a, EUL +... +a + d 
g) - IR EAEE 要么 是 无 理 数 。 
EWE WR nE N, 则 数 a 要 么 是 整数 ,要 么 是 无 更 数 。 
定理 62 《 拉 格 朗 日 插 信 多项式 ) {[163) AERA RR bo bi o, 5, € Ç 以 及 全 
意 的 Cos Cis sy 6 8 C, n€ Zt, WF — JK 3 S K n REMA P (z), EA 
P Cbo) = co, POD = es * Í P (85,) = en, 
mE PRANTE 


Pœ e U EE, 


t=u Oden b, — by 
Jel 


应 用 导数 公式 ([5]，[101), BFS CF BS DR Y ERFAR. 
定理 69 HESNA 
P (z) = a," + + + G,2 + Gq, 
WA 
P(O) = ag, P0) = m, P” (0) = 2a, =, POO) =nra,, 
并 且 原 多 项 式 可 以 写成 
PO P0 P! weg 
PO PO PO py PO gga POO g, 
定义 38 in N, n TEMAER AE 
人 天光 

的 实 变数 或 者 复 变 数 Zi, Boss G 的 肖 数 之 和 ， 其 中 GEO， kis kos g h € Z*, 

有 关 平 面 几 何 的 概念 和 定理 郊 [ 二 ，[2]，[6]，[ 门 。 

定理 64 (三 角形 不 等 式 ) ([8]) 对 任意 三 个 点 4, B, 0, 有 

AD= AC + EC, 

等 式 当 且 仅 当 点 C 落 在 线段 AB 上 或 者 这 三 个 点 重合 时 成 立 ， 

在 下 面 现 个 定义 由 ,所 说 的 集合 都 指 平面 上 或 衬 间 中 点 的 集合 。 

ELU 靖 合 的 直径 是 指 两 个 端点 都 属于 这 秆 集合 且 长 度 达到 最 大 值 的 线段 。 

一 个 集 人 台 , 可 能 有 几 条 的 直径 , 也 可 能 没有 直径 ， 
”定义 中 ”如果 对 集合 4 中 的 任意 两 点 ， 以 这 两 点 为 端点 的 线段 包含 在 和 4 里 , 则 集合 4 
FRA E AI, 

Re Sl, WB S B E W.A. MRES., MEME ES 5 n 83 
形 , 将 特别 说 明 。 多 边 形 也 叫 多 角形 。 

定理 65 《内 角 和 和 定理)(.8]) 任 意 一 T nap e> 的 站 个 内 
MWEE- 2) 180°, 

ELI WA, B, C 大王 多 边 形 上 3 个 连续 的 顶 K. 在 边 
AB OB 的 延长 线 上 各 任 取 点 D.E, WE 1.2, MABE, OBD 称 
次 这 个 包 远 形 在 顶 后 8 儿 的 外 角 。 它 们 都 与 多 边 形 的 内 角 和 4B0 互 
补 。 





出 内 第 和 定理 可 以 得 到 下 面 的 m 1.2 
定理 他 HEUER AZART 860"、 这 里 ,在 每 个 项 点 处 只 计 昔 一 个 外 角 ， 


EHI 


定义 ST 设 M, Mi Mat, M, 是 多 边 形 ， 如果 并 = M, U M; U UMa 并 且 当 š a= 
jh, 多边形 性 ,和 以 ;没有 公共 内 点 , 则 称 多 边 形 革 分 解 为 多 边 形 M I, Ma y Mps . 
定义 站 ”如果 多 边 形 物 的 所 有 顶点 都 在 多 边 形 型 的 边 上 , 则 称 多 边 形 m 内 接 于 多 边 形 
M. | 
定理 好 (LD Pilu ABOD 内 接 于 圆 的 必要 且 充 分 条 件 是 
Z ABC + /ODA= ZBAD+ Z DOB = 180°, 
定理 68 ([7)j)wwl J ABCD yU T p p S RTA RIE 
AB -+CD= BC + AD. 
定理 69 Gae aY ABOD 内 接 于 圆 , 则 有 
ABOD+ BO.AD= AO. BD, 
设 4 和 台 屿 内 接 于 图 的 多 边 形 的 两 个 相 邻 项 点， 如 果 没 有 其 他 的 说 明 ， 则 弧 4B 是 措 
圆周 上 端点 为 盖 和 了 刁 而 且 不 含 多 边 形 其 他 的 了 巴 点 的 那 一 条 弧 。 
定理 70 【圆周 角 定 理 )([7]) 对 内 接 于 贺 的 A ABC, 有 
/LABC= 40. 
EETL RAA ENIE AABB, HAARET: AP, 
wa 1.3, 则 有 
(1) A,P.B,P = wñ B.P 2228238) TDs 
(2) LA4F4s= = G, +BB). 
定理 72 ama A.B,B,A. RETH, m. 


(1) 4 R ZW AA B.B, Bl, 直线 A,B, 平行 直线 Bo 
(2) 直线 AB, 和 A.B, 交 于 点 卫 ， 并 且 点 了 位 于 由 直线 
AA: IIB IRB BB: HIERE LDR RR EE À 

1A >B. ENUA 1.458 : Ea 

D AP- BP- AP-BP(RR ERT ° `: 

2) ZAPA (Ait A BB). | 

从 点 了 到 图 的 切线 长 是 指点 己 到 切记 的 虐 训 可 以 将 切线 看 成 基线 的 极限 位 置 =L 
SRB] 38 A RAA, ARRA JA, 因此 ， 中 定理 72 LRS FES 

定理 18 WAAEC 内 接 于 图 ， 直线 了 切 圆 于 点 C I. 

GD 8 BA ACs BO B, ER L Ti AB, 

(2) 喜 线 了 和 48 STAP, 3EH PPY T R ÉB R 
AC 过 县 的 县 会 点 的 那个 半 平 而 上 的 必 权 号 充分 条 作 是 
AC> £0, 此 时 有 ( 见 图 二 5) 

i) AP. BP= g (mM bR EM) (Dy 

2). Z APO = =, y (AC - RO), 

MEHTO, no; T2(5) 627} T34) D. ARETAB 
pt2] 








定理 14 给 定 线段 AB, a 是 由 直线 4B 引 油 的 一 个 半 平 面 。 设 PE (O°, 180°), R 
FH a 中 满足 ~ 4MWB=e 的 点 型 组 成 的 集合 是 某 个 图 周 上 以 4 和 如 为 端点 的 较 强 。 而 且 ， 
当 点 信 Ea 位 于 该 图 的 内 部 时 ,4B> vp; 当 广 位 于 外 部 时 ,A 人 ANB< yp， 

定理 75 HE AABU ih, 


a= BC, b= AC, e= AB 


是 三 边 的 长 ,而 


“是 三 个 角 ， 


a= /BAC, B= LABO, y= ZACB 


1 
p= y +b+e) 


ERK r 是 内 切 圆 的 半径 , 号 是 外 接 加 半径 ，hhs 是 边 BC EHR, ra 是 和 边 BC ARH 
ABAC SEKAN HRA ARNE, 则 AABO 的 面积 总 可 以 用 下 列 公式 计算 ， 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 


3 dha ([6]); 


S = rp; 
_ 1 T (b +c -— a) 
o la $ 
Ñ = 5 R (sin 2a + sin 28 + sin 2y}; 


$ = 2R: sin a sin B gin y, 


共 中 公式 (5) 对 于 任何 半 周 长 为 p 且 具有 半径 汐 7 的 内 切 圆 的 儿 边 形 都 成 立 ， 

应 用 外 公 切 线 定理 ([7]), 可 得 

EET 设 .4 和 是 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 ,¢ 是 它 的 斜 边 , 7 是 内 切 圆 半径 ， RÆ 
WRF, 


r=g +b- c)s R= 


9 * 
定理 7 (三 MENATA BEREDTE AL 是 AABO 角 和 4 的 平分 线 , 虽 
“BL _ AB 
Or ` AC" 


E FH 35 31 28 52 E Sl T 4 
定理 78 《平行 四 边 形 等 式 ) 设 ABCD PAE, N 


AR + BO: +OD: + AD = AC? + BIF, 


HAARE DTE 
定理 79 对 任意 的 点 了 和 任意 的 矩形 ABCD, 都 有 


PA +P PB: y PP. 


有 关 向 量 的 概念 死 [1],[52], [10]。 在 直线 上 的 射影 (也 称 投影 ) 都 指 直 交 投影 m8], 


[13 ] 


x — w lanimi wanana re pra —— r Q. =u. wn A + t'a s. s. ' 


[10], 

定理 38 ana AP SARI 的 交角 为 P, NAR AB#I 上 的 射影 

A, B, = AB cos g, 

设 LBi, AB, 是 两 个 向 量 ,以 AB, 4 表示 AB, 和 元 承 的 数量 积 〈[13， f2]， 
[107)., 

定理 81 ka a 是 平面 上 的 非 零 河 量 ， 0 是 该 平面 上 一 个 点 ， 则 对 任意 的 £E€ R, 该 平面 
上 所 有 满 尼 a.0 福 = 的 点 工 组 成 的 集合 丰 一 条 垂直 二 向量 a 的 直线 。 

定理 82 É Ais As, ta A, 是 任意 一 组 点 ,而 k,, Bas ty Ë, R. E k, +> + 二 相生 
0, W EREA R O, 使 得 

SiOA = 0, 

| (> k.) PO = x k PAL, 
WRR 4 在 空间 直角 雁 标 系 中 的 些 标 为 (Go bo ej), =l, 2, +J, w, W i O 8) ÉE TE 
(Zi, Tos ty) JE: 











`` a k, > Diki > e k, 
m= t= y a= 9 全 一 . 
Ek, S k, S k, 
基于 这 个 定理 ,可 以 给 出 下 面 三 个 定义 。 
定义 39 满足 
F304.=0 
的 点 口 称 为 点 组 A, do, ery A. 的 重心 。 
定义 和 和 满足 
> LOM:=0 I 


# O RA ARER A.B. A.B, er, A.B. 欧 重心 ,其 中 中 是 线段 AB, 的 长 , 订 Ma 是 它 
BB AA 4 =1, 2, e n, 
定义 和 满足 | 
s. ON,=0 


的 点 0 称 为 一 组 三 角形 AABO, AABO, ig AABO, 的 重心 ， 其 中 Š, EDA: B; C, 
的 面积 ,而 M 是 它 的 三 条 中 线 的 交点 。 

利用 定理 82 和 定义 40, 可 以 导出 下 面 的 

定理 88 EMEA ABO 的 中 线 的 交点 , 山 对 空间 中 的 任 党 一 个 点 了 , WA 

PM = y (PA +PR+PO). 

关于 立体 几何 的 概念 和 定理 见 [1]， [2], 8], 3L 

对 于 二 面 角 的 平面 角 , 有 与 三 竟 形 不 亚 式 类 伏 的 结论, 即 

定理 总 〈[8]) 任 章 一 个 三 面前 的 三 个 平面 角 ph x, MEY 
LW1 


SR SS (DEE AnA Hkr EAZA OF 360°,. 
定义 42 üE Km JBS AS E3 BN KM L, Wim A AET EM 
Dik, 
定理 中 ([13] 第 366 题 ) 设 三 条 不 共 面 的 直线 都 过 点 A, 而 Bl 和 B..C, 和 Cs, Dt 和 
D: 分 别 是 这 三 条 直线 上 4 之 外 的 点 ， DV I 8 V Aulia m I ik AB.O,D, M ABCD fl 
HERNA 


Vi -AB ACAD, 
F. AB -A0 AD,” 





利用 妇 商 体 的 体积 公式 
y=3 NS 


《8 是 底面 面积 ,于是 它 的 高 ) 可 以 得 到 
定理 8 设 访 和 Ss 是 四 面体 4B0D 的 两 个 面 的 面积 FP 是 它们 之 间 的 二 面 角 的 大 
让 ,5 是 它们 的 公共 楼 的 长 , 则 四 面体 APCD 的 体积 为 
y=- 299 Í sin p. 
3a ° 
又 设 点 五 , F, G, H 依次 是 楼 AB, BO, OD, DA 的 中 点 ，S 是 平行 四 边 形 BFGEH 的 面 


P.ab 是 两 条 对 楼 AC,BD 的 长 ,dV 是 两 条 对 楼 AC 和 BD 的 距离 、 夹 角 ， 则 有 ([13] 第 
360 题 ) 


= 
定理 88 〈58]，f13]) 校 外 的 体积 为 
| = AS, 
其 中 So ERRRMRTR ARERR. MEFE-AR EIREDBDEIS DLS 3CBSSA- 
倒 笨 延伸 到 楼 儿 外 的 部 分 都 相 切 , 则 这 个 楼 锥 的 体积 为 
= 3 rC- So， 


其 中 mm 是 该 球 的 学 径 , 久 是 棱锥 的 表 和 面积 。 
应 用 棱锥 体积 公式 ;并 以 球 必 为 公共 项 点 分 割 多 面体 ,可 以 得 到 
定理 89 (13] 第 811 题 ) 外 切 于 半径 为 ?的 球 的 多 面体 的 体积 为 


Sd = + abd sin $, 


Rh S E£ k 032 Bin. 

定理 88 和 89 的 所 有 公式 对 四 面体 成 立 。 

关于 在 平面 上 的 射影 (也 称 投影 ) 的 概念 ， 见 [13，f2]，[81，[10]。 凡 提 到 在 平面 上 的 
投影 ,都 指正 投影 

应 用 定理 80, 有 

定理 90 设 平面 a 和 上 月 相交 ,其 二 面 角 为 p。 在 平面 5 上 到 面积 为 咏 的 图 形 ， 则 这 个 
图 形 在 平面 8 上 的 投影 的 面积 为 8 cos q。 

与 定理 81 比较 ,在 空间 中 有 下 面 的 结论 。 


[15] 


定理 91 设 a 是 空间 中 的 非 零 网 量 ，0 是 任意 一 个 点 ， 则 对 每 个 人 8, ZPA H: 


a- 0X- Fi RY RE EENH, 
定理 892 ([13]36 829 题 ) 在 四 面体 ABCD 中 ,联结 三 对 对 楼 的 中 点 ,得 到 三 条 线段 , 它 
NEF- RBNA M, 二条 全 村 — RES h A 并 号 对 任意 的 点 荆 ， 有 


pM- 1 HPA rPB+PO+ PD), 


定理 98 〈[8]，[18]) ( 欧 拉 定理 ) 设 7 m pul Ka K 43k, m ERR RK 
nn 是 它 的 面 的 个 数 , 则 有 | | 
I — m +n = 2. 

X00333 [18 

定义 43 AEAEE 首先 给 定 一 个 集合 A= (is Gs e dt, REREN 
做 顶 点 , 其 次 给 您 一 个 册 集合 4 的 元 迪 构 成 的 元 素 对 的 入 合 , 这 个 集合 的 元 素 称 为 楼 或 边 。 
如 果 元 案 对 是 有 序 的 ,这 种 图 就 呀 有 尚 图 ; 如 果 先 素 对 是 无 序 的 ,这 种 图 就 叫 无 向 图 ， 

下 面 是 无 向 图 的 一 个 例子 ; 图 的 顶点 集合 册 茶 些 人 组 成 , 它 的 楼 是 彼此 认识 的 两 个 人 组 
成 的 无 序 对 。 在 这 里 , 认识 关系 看 成 是 对 称 的 , MMR a AR b, Mo EAR a. 

图 可 以 角 关 何方 法 表示 , 图 的 每 个 甬 点 可 庆 用 平面 上 或 者 宅 间 中 的 点 表示 ,而 每 条 楼 用 
联结 相应 的 十 点 的 线段 宸 示 , 如 困 是 有 向 图 , 刘 在 线段 上 添加 和 蓄 头疼 示 方 向 . 

EA 44 在 顶点 为 Gis Gy """y Gn 的 图 中 , o Wi 

Cas Tiada Chis Winds tery. (Gi... Gi)’ (Gi, li) 

的 条 不 同 的 楼 组 成 的 序列 , 叫做 长 为 8 的 图 ， 

定理 94 ([18]) 在 恰 会 个 顶点 和 条 楼 的 图 中 至 少 朋 一 个 疾 ， 

有 关 排列 与 组 合 的 概念 和 公式 见 [1lj, B2} [5], [17]. 

， 定 义 由 ”如果 两 个 元 素 组 (1 az =y dM (bo bass Bb) 由 相同 的 元 素 组 成 ,不 同 的 

只 能 是 元 素 的 书写 顺序 , 则 其 中 之 一 称 为 另 一 个 的 排列 。 

定理 和 5 《全 排列 公式 )([5]， OTDA w 个 不 局 元 素 作 记 的 元 素 组 的 排列 数 等 于 ml。 

定理 96 《组 合 数 公式 )([5]，fd7])m 元 集合 的 m 元 子 集 的 个 数 等 了 03, 其 中 om 所 


数 Oz üm UN n PRRD OR iñ A-B 23, :. o 

由 定理 171) 85838 AUAA TENA 

EEI mn 元 集合 的 所 有 子 集 的 个 数 等 于 Y, 

关于 初等 彼 率 的 概念 见 [I],， [2], [5], [19], [201。 

定义 办 ” 仿 定 进行 一 种 试验 E, 这 种 试验 可 以 重复 进行 。 如 时 试 验 的 菏 果 相当 于 随机 
WARA A= (ai ay …， 中 中 取出 某 一 PER a, CETEL jj， 则 把 这 种 试验 十 
Lian Aia AREATA BEA, POLARI E TAL ARA 
事件 。 KEIR E TEES B, 即 指 试验 出 现 前 结果 a C B. MENA REEMA 
ER a, Klas 在 随机 试验 也 下 出 现 结果 a 与 册 现 结果 a. 是 等 可 能 的 ， RA BSA 发 
ARATA RHA . 


a 
A 


_ w ` 
P=, 


: [c16] 


Hn m AMERA 4 为 中 元 素 的 个 数 。 | Ka 
“” 例如 ,随机 地 投 竹 一 要 硬币 的 结果 相当 于 随和 地 从 集会 4 = {* 国 微 ”, “文字 ”中 取出 一 
个 元 素 , 并 且 出 现 “ 国 徽 ?与 出 现 “ 文 字 ? 是 等 可 能 的 ， 因 此 ， PORR) = 3. 还 可 以 举 出 
别 的 例子 ; 从 箱子 中 随机 取 球 , 从 给 定 的 点 集 的 全 部 三 点 组 中 随机 取出 三 点 组 ， 对 给 定 的 元 
能 组 进行 随机 排列 ,等 等 。 
定理 98 《IJ，[19]，-20]) 任 意 一 个 事件 发 生 的 概率 都 满足 0<P(B) 之 1; 事件 也 
不 发 生 的 概率 为 1-P(B)， WRH BAREAN SCEE), 则 事件 或 
C 发 生 的 概率 为 P(B) + P(O; 如 果 事 件 了 是否 发 生 并 不 影响 事件 C 发 生 的 概率 ， 事 件 避 
是 否 发 生 也 不 凡 响 事件 了 B 爱 生 的 模 率 (此 时 事件 如 与 习 相 互 独立 ), 则 事件 了 和 间 时 发 生 
HERY PPO), 
E 2 46 h BTIR PJ ES BLS E n[ AREE A= {ad Gs, e ao 上 的 某 个 函数 X, A. 
R AHB, iw AB630083 T EMIR E THAR. BARRKHAR a, as, 
, an 是 随机 的 ,所 以 X: A R 的 取 值 ,对 于 随机 试验 百 来 说 ,也 是 随机 的 。 因 此 ， 这 种 渭 
数 称 为 随机 的 ,而 数 X (a) (= 上 2，…， 9) 的 算术 平均 值 称 为 这 个 函数 的 平均 ， 或 者 称 为 
数学 期望， aaa EET 次 则 出 更 “国徽 ?的 次 数 是 随机 函 煞 ， 它 取 值 为 0， 
1, 2, 。 究 竟 取 什么 数值 , 则 依赖 于 随机 投掷 所 出 现 的 结果 . 
EX ë 随机 变量 是 推 这 样 的 变量 ， 它 的 所 有 可 能 前 取 值 组 成 一 个 有 限 的 数 集 合 或 一 
个 光 限 多 个 数 的 数 集 合 ， 而 且 从 这 数 集 中 取 任 何 一 个 值 ， 都 是 一 个 具有 确定 概率 的 随机 事 
EN 49 ERREA {KIR URE Pis Pis y Pe ERA £i, Bo, ta Bas mE 
Piıtp:te +p =l, 
列 数 


M (X) = Dipsn 
称 为 随和 机 变量 五 的 平均 或 数学 期 望 ， 


= x 49 设 随机 变量 了 节 取 无 数 多 个 值 Tis Das 3y "ty 3F ERÉ Tr 的 概率 为 n] (k= 1, 
2, 3, e), pi +ps+ ps+-- =l, WARR 


Jim > WaT 


[| 


耸 在 时 , 这 个 极限 值 称 为 随机 变量 并 的 平均 或 数学 期 望 , 记 作弄 (二 )。 
定理 99 《f19]，[20]) 随 机 变量 X,, Xo es X, 的 和 的 数学 期 望 等 于 它们 的 数学 其 
EZA BE 
M(22X .)=22 MX). 
定义 四 设 B、 口 是 两 个 随机 事件 。 在 事件 发生 的 条 件 下 , 发 生 事件 C 的 概率 记 作 
P(O| B), 称 为 条 件 概率 。 设 卫 是 随机 变量 ，B 是 随机 事件 。 在 随机 事件 发 生 的 条 件 下 ， 
随机 变量 于 的 取 值 仍然 是 随机 的 ， 因而 仍然 是 一 个 随机 变量 , 记 为 了 a。 随 机 变 晤 X, 取 值 


为 多 的 概率 荐 条 件 概率 , 即 
P(Xs=%) = P(X =-x| B), 


[11] 


Nr rr a a =" is u= 


f B RERRFTRERHEC HRR PCB) 不 同 于 事件 C 发 生 的 概率 P (C), 
比如 ,在 一 个 盒 手 里 有 L AH PRRIm A 5 5R, MAFREN R, WERGE 0) 的 概率 


PCD =g g" 


MRARTEBARA -R ERR MARRA- Rama. Ey. 
应 用 条 件 模 率 的 计算 公式 ([19]，[201) 和 数学 期 望 的 定义 ,可 以 得 出 下 面 的 结论 。 
定理 100 设 两 个 事件 了 和 0 不 能 向 时 发 生 ， 但 其 中 之 一 必 发 生 ( 称 与 0 为 对 立 事 


忻 ); 则 对 任意 的 随机 变量 X, 有 | 
M(X) =P(B)M(X d +P(O)M(Xc), 


:第 -部 分 A H 


第 一 章 | 算 术 


—r m 一. 一- — 





$1 整除 性 .素数 与 合 数 
( W. 苇 一 部 分 ;定义 11 一 16, 19, 定理 1,4,9~12,14, 18,19,21 23.25) 

1,1 (H, 1968), a, dos `, h 是 整数 ，51， bos rty b, 是 它们 的 一 个 罪 列 , 证 
有 明 , 数 {01 一 561): (a, — b;)- (a; bz) ER. . 

1.2 《美国 纽约 ,1976)。 设 G, ao, G, es G, 是 任意 整数 ， 试 问 , 整数 

> (a + l)a 
被 中 +g+1( 或 被 中 -4+ 整除 的 必要 且 充 分 条 件 是 数 
> C- 1)*asy 

P a +a +1(SKak -atl ER E? 

1.3 《捷克 ,1952; 英国 ,1965) 。 在 无 限 的 “三 角形 * 表 

drt 
Wal Cab del 

z-z: Gai Go pr Gy, 


(j, G, s G. Qel pi Öp: Gs 


Foasa= 1, ATR 0 TG € N, n>1)38 6 p|(&€ Z, kjen) 的 数 Gnr 等 于 上 一 行 三 个 数 
之 和 G,_,, s-r T altu +_4wx+1( 如 果 这 些 数 中 有 的 不 在 宕 内 , 则 在 和 式 令 它 六 0), 证 明 , 从 
第 三 行 起 的 每 一 行 中 都 至 少 含有 一 个 侦 数 ， 

1.4 (中 国安 徽 省 ,L978)。 证明, 在 任意 五 个 整数 中 , 必 有 三 个 数 ， 它 们 的 和 稻 被 3 回 
Ek. 

1.5 (捷克 ,1971)。 对 任意 素数 p>2, 分 数 


m _ 1 1 1 
grl tyta + tJi 


(m, nE NJS Tm 3: p EBR, 
1.6 《美国 纽约 ,197 纺 。 诈 明 , 对 每 个 整数 wm> l, 3 n° —_ n° +a — 1 被 (n — 12 整除。 
I.T (苏联 ,1987)。 证 明 , 对 任意 nEN， 


[19] 


本 55 7 87 L... ppt 
都 不 被 n+2 E, ` oz 

1.8 (保加利亚 ,1965)， 证 明 ， 仅 有 一 个 由 大 于 1 的 自然 数组 成 的 三 数组 具有 下 列 性 
质 , 即 其 中 任意 二 数 之 积 再 加 工 被 第 三 数 整 除 ， 

1.9 《苏联 ,1982) ,是 否 存 在 这 样 的 自然 数 ， 它 被 1L-l= am 整除 ， 而 且 各 位 数字 之 

mA 

和 小 于 m 

1.10 〔 英 国 ,1976)， 证 明 ,对 任意 %EZ+，19.8"+17 RAM, 

1.11 (加拿大 ,1988)。 证 明 ,对 任意 素数 p, 存在 无 限 多 个 形 如 -n 的 数 (其 中 nE 
Mhp, 
小 ”1.12 FRR, 1973), EM FERREA nE 下 ,使 得 任意 形 如 mt tn 的 数 是 侣 数 ,性 
rh m 6 N, 

143 (捷克 ，1979) . 求 测 所 有 不 超过 10000900 且 具 有 下 述 性 质 的 自然 数 n>2: 任 
H5 n H B3Mi 2 lem <a iim 6833. — C 

1142 (联邦 德国 ;1977)， 变 o> 是 自然 数 ， 斌 家 所 有 这 样 的 数 , 它 至 少 获 除 一 个 


- 2, s€ N. 


1.15 (32.19745. ARRAREN 与 n, < RAE SHENA n 
PELET EE 6380 UE AAE UAA 

1.16 《美国 组 约 ， 1970). BEF ENARA S t 能 被 ;整除 的 最 小 数 。 证 明 , 当 
HERAn p f=, pme 

1.17 (评委 会 ,联邦 德国 ， 1970; 保加利亚 1981), 证 明 ， 如 杂工 + 中 十 4 ER, nE 

N, Wl n=-84, ER k6€ Z+, ooo 

1.18 【罗马 尼 亚 ，1978) m, n€ N RE, 对 任意 ke N, llE-1 Emml- l 
5 n BR ASB0WJE KAA IS32. EH, EA A 16 Z, E m= llin, 

1.19 (美国 纽约 ,1975)。 设 4a, b, c, CEZ 的 最 大 公 因 数 为 1。 试问 ，ad- be 的 任何 
素 因 数 都 是 6 与 6 的 因数 的 必要 且 充 分 条 件 为 ， 对 每 个 maEZ， an +8 与 cn+d 都 互 素 ， 对 
否 ? 

1.20* (美国 ,198 史 。 证 明 ,存在 6 N. 使 得 对 每 个 mE N, k.2" +1 都 是 侣 数 . 

1;21* 《罗马 尼 亚 ,t978)， 证 明 ， 对 大 于 2 的 任意 ac N, 存在 无 限 多 个 mE N, 使 得 
如 "一 于 被 整除 , 当 4=2 时 缮 论 仍 成 立 否 ? | 
O Pat 《评委 会 ,比利时 ,1983)， 证 明 , 存 在 无 限 多 个 mE N, 使 得 对 有 = 1, 2, 
1, 有 
o) > aG) 
n k ° 

其 中 o(n) 表 示 % 的 所 有 因数 之 和 ， 

1.23* (HFR, 1982). 对 给 定 的 自然 数 %>1 m ntl, ntk 的 最 小 公司 数 记 
EM, n€ N. 证明, 存在 无 限 多 个 wE N, 使 得 Q (n) > Q(n +I), 

1.24* (奥地利 ,1873)。 证 明 , 对 任意 mE 四 , 有 ` 
1 20 ] 


其 中 g(FE) 8228 k ERAAN, 
1.25" (MEA, IM Sk 1979), EA 表示 mE N DRAKAR. Sr Xx: W £ 
个 nn TEJE h) <Ant) <An +2)? | 
1.26* 《评委 会 , 南 斯 拉 赤 ,1979)。 设 4(m) 表 示 自 然 数 % 的 索 因数 的 全 数 ， >l. 证 
朋 , 有 万 限 多 个 n, 使 得 
on) com +i com =+2), 


32 方程 的 整数 解 和 有 理 数 解 
( 见 第 一 部 分 ,定义 1I, 12, 14216, 45, 定理 2, 4, 5, 8, 10, 12, 16, 18, 21~23, 
25, 60, 61, 965 


2.1 (美国 纽约 ,1977)。 求 方程 2 +1= 凡 的 自然 数 解 。 
2.2 《次 国 ,1972)。 证明, 对 任意 a, b, c, d€ Z, asb, 方程 
(£ tay + e)(% + by +J) = 2 | | 
至 多 有 四 个 整数 解 ， 再 确定 a, b, c,d, 使 得 方程 恰 有 四 个 不 间 的 解 ， 
2.3 (民主 德国 ,1973)。 求 方程 <(z+1)(z+7)(z+8)= 妨 的 整数 解 。 
2.4 【罗马 尼 亚 ,1981)。 求 方程 四 +3s3 21 = 的 整数 解 。 
2.5 (南斯拉夫 ,1974)。 求 方程 +wy + = wg 的 整数 解 。 
2.6 (民主 德国 ,1974)。 求 方程 (t+2)4 一 wt= gp 的 整数 解 ， 
2.7 ( 关 国 ,1979)。 求 方程 4 +s} + ef, = 1599 的 整 救 解 。 
2.8 《中 国 北 京 ,1978) 。 设 e 与 是 任意 给 定 的 整数 证明, 方程 
æ +Oar +55 +Ù 
和 æt +1Dax 4 6b — 55 = Ü 
都 没有 整数 解 。 
2.9 {民主 德国 ,1970; 罗马 尼 亚 ,1980)。 证 明 , 对 任意 奇数 a, b, € Z, 方程 
dr + br + c = Ü 
没有 有 理 数 解 ， 
2.10 (#0, 1970, RAEN 2039 -3=~、M wv 3 -N y、 3 的 有 理 数 解 . 
2.11 (7,1983), HEB rE | | 


只 有 有 限 多 个 自然 数 解 。 . 
2.12 (MBZ, 1981). EI, AHER a, bE Z, 5azÜ7b2>0, 方程 组 
[z y + +Tu= a 
| y L22168 = b 
HAIER 3 i... s: 
2.18 (中 国 ,1978)、 求 方程 组 | 本 
&+ytz=0 | 
(nei 


[ 2) 


fue W. J 
2.14 (民主 德国 ，1977)。 有 多 少 对 不 超过 100 的 数 p, g€ 入 ， 使 得 方程 5+ pz +g 
=0 有 有 理 数 解 ? | 

2.15 (捷克 ,1976)。 求 方程 z +y = 32 HERE, 

2.16 (fJ2F40,1983). EI, JE z +3y: +9z 一 9xyz=0 有 唯一 有 理 数 解 . 

2.17 (3:B1,1976), RHE T +y +2 = wiy? 的 整数 解 。 

2.18 (EE, 1970)。 对 给 定 的 mE N, 用 a,€ Zt ERKE +a! =, 的 大 于 s 的 自 
RARA. | 

(1) 证 明 , 对 任意 给 定 的 数 M, 至 少 有 一 个 wmE N, 使 得 a, > M. 


2.19 (&J2F40,1977). EA, aE 33 p>5, 方程 z" +4" = p 没有 整数 解 。 

2,20 (民主 德国 ,1980)。 证明, 方程 (22)** 一 了 =gr"， 8 B St, 

2.21 (REWA, 1981), EH, 对 任意 %E N, JY siteit +ñ = ° RA H 28 35 
E. 

2.22 (HH,1985), 方程 20 ++ ms + €, + 8 + Tá tE 十 8 + 29 +20=3 有 和 多少 个 非 
负 整 数 解 ? | 

2.23 (评委 会 ,罗马 尼 亚 ,1977)。 设 ar qa …， Gn € N, Ha asa ER i=l, 
2, m, 证明, 方程 全 十 和 十 十 irr 二 Ta 有 无 限 多 个 且 然 数 解 。 

2.24 (评委 会 ,法 国 ，1979)、 证 明 ， 对 任意 a b, c€ N, (a, b) =1, H cz (a- 1) ($ 
- 1), 方程 6。= az +b 有 非 负 整数 解 ， 

2.25 (苏联 ,1988)， 证 明 , 方程 2-y+z=1 具有 无 限 多 个 正 整 数 解 +，Y, z, Juri: z, 
y “两 两 不 同 ,并 且 任 意 两 个 之 积 都 被 第 三 个 整除 。 

2.26 (匈牙利 ， 1978)。 证 明 ,， 对 任意 a, b€ Q, 方程 az +by =l 在 有 理 数 范围 内 要 
女 无 解 , 要 人 么 有 无 限 多 个 解 。 

2.27 (评委 会 ;罗马尼亚 ,1979)。 证 明 ,对 任意 互 素 的 a, b€ Z, HE a + by: = 人 有 
无 限 多 个 整数 解 满 足 条 件 (z, =l, | 

2.28 《英国 ，1980) 。 证 明 ， 对 性 意 大 于 工 芍 waE 六 方程 中 + 名 = 好 没有 适合 条 件 
msn, yan 的 月 然 数 解 。 

2.29* (奥地利 ,1972)。 证明 ,对 任意 大 于 2 的 n€ N, HE+ +1)”= (s +2)" 8 
有 自然 数 解 ， 

2.30* (美国 纽约 ,1981)。 求 方程 o= (e +w)" 的 正 有 理 数 解 。 

2.81 【苏联 ,1988)。 求 方程 


(+ 六 =(1+ 85 1384 
EER. 


2.82* (匈牙利 ,1980; IMAT, 1981), ERA, mEnE N RAA, WARA a= 
mk- DHIE 


p221 


外 数 学 


中 


WN 


£ 自然 数 和 解 ,其 中 ey k € N, 
2.33* 《评委 会 ,加 拿 大 ,1982) 。 证明, 所 有 使 方程 
l 1 3 
二 二 二 二 .全 


E y n 


RAARRRUnEN HRATEERARAARRAOR EA RRLZ S ig, 
2.34" (IAE, 1979), EA, aE z +5 = y AE E, 


S3 阶乘 与 二 项 式 系 数 
{ 见 第 一 部 分 /定义 LL, 12, 1418 Zm 2, 4, 8, 12, 13, 15~17, 20, 21, 96) 
8.1 (p: 1989). (17091982/)25j270919891101982 m — A-k? 
3.2 ( 南 斯 拉 太 ,1974)。 求 所 有 的 mnE 让 ,使 得 对 某 个 用 E L, 2, e n-1), 有 20s= 
Opa On, 
3.3 《加 拿 大 ,1983)。 求 方程 "1 +g1+21=%| 的 自然 数 解 ， 
3.4 【评委 会 ,美国 ,1982) 证明 ,对 任意 n€ N, SA 


CT __ < (Os): 
p2 (tt iin- E) 132 (Ohn) e 
3.5 《评委 会 PERAE, 1982), HE mEN, 

(D 证 明 , — Ch 2 RRE. 


(2) RAUDA EC N, WENED H 30 Sm, 一 全 st" 为 自然 数 . 


3 +n 十 1 
3.6 (SHAH, WEA, 对 任意 月 然 数 age, Ci Ciro s Conr 的 最 大 公 因 数 
等 于 1， 
3.7 (英国 ,1931), BB. HER m, n€ N, 


(n+Ë+])! 
Sul +C 1)" ni(n +Ë) 


都 被 名 | 整除 。 但 对 某 些 ma n€ N, Sumon 不 被 min 二 1 整除， 
8.8 (WW k.1970), 证明, 如 果 2 是 素数 , 则 ( C2,-2 被 2 整除 ， 
3.9 《南斯拉夫 ,1975), 求 方程 
ti +21 +e + (+1)1= 4211 
前 自然 数 解 。 

3.10 (保加利亚 ,1982; 澳大利亚 ,1983)。 求 方程 (y +14)” 一 1=y1 的 自然 数 解 . 

8.11 (奥地利 ,1973; 南斯拉夫 , 1977; RERE, 1979, HAEEREN, n>, i 
wy = nl +Ë, EC N. 证明， 对 任意 XE (L, 2, 9， 都 有 一 个 素数 名 CER m, 但 不 整 
BE mi, ma, etg my is Mryis y Mas 

3.12* (保加利亚 ,1968)。 证明, 0 为 奇数 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 在 n, KEN 的 二 进 
制 写法 中 , 当 的 某 个 位 数 工 的 数字 为 时 ,n 在 同一 位 数 上 的 数字 也 为 1， 

3.13* 《国际 数学 竞赛 , 卢森堡 ,1980)。 证 明 ， 对 任意 mwE 入 与 素数 p, TEREG 
PE. 

(1) 4 4=0,1, 2, =, n H,O MTE p ER, 

a23] 


(2) n= p'm-i, 其 中 8€ Zt, m€ N, m< p, 
8.14" 《评委 会 ,苏联 ,1988)。 设 加 是 ml 的 十 进 制 写法 中 最 后 一 个 非 堆 数 字 ， ER, 
无 区 小 数 0, hh h ENAM, 
8.15 《中 国 ;1986)，、 设 实数 列 as, ai, as, … 满 足 
Ry CGI_1 十 和 +1= 2d 2=1, 2,3, tty 
WH HERNEN, 


PE) = $ Or os 


是 % 的 一 次 多 项 式 。 
3.16 (中 国 北京 ,1963) 求 - 

， O RE a C S E A ha TE E E E E hi 

展开 式 里 c 的 系数 。 


$4 数 集 会 | 
( 见 第 一 部 分 ;定义 1 2, 11, 12s 1, 2, 10, 13, 18, 23, 55, 95, 96) 

4.1 (H I lili 1978). WA, HEE X= 11, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 尾 意 划分 为 两 
个 子 集 , 至 少 有 一 个 子 集 ,会 有 三 个 数 ,其 中 两 数 之 和 为 第 三 数 的 两 信 。 
4.2 (比利时 ,19879)。 对 1234567 的 数字 进行 排 列 , 得 到 71! 个 数 。 求 这 些 数 的 和 。 
4.8 (英国 ,1966) 。 证 明 , 在 任意 52 个 整数 中 ， 必 有 两 个 数 ， 它 们 之 和 或 差 被 100 整 
， 4.4 (英国 ,1970)。 证 明 , 在 任意 "个 自然 数 构成 的 集合 中 , 总 有 一 个 非 空子 集 , 它 所 
ARLE n EER, 

4.5 (波兰 ,1979)。 设 自然 数 a, ca，…， a, RET mE N 除 的 余数 各 不 相同 , HE n> 
So 证明 ,对 每 个 k€ Z, HEFIR i, JE ü, 2, sn), EE a taj- k img. 

4.6 (南斯拉夫 ,1977)。 给 定 20 个 不 超过 70 的 自然 数 ana, E #F32 
4j- as, 了 > 中 至 少 有 4 个 相同 。 | | 

4.7 【南斯拉夫 ，I981) 。 把 集合 位 , 2，…， 100} 分 成 七 个 子 集 。 证明 , 至 少 有 一 个 子 
尝 , 要 么 含有 站 个 数 a, b, c, d, 使 得 4+5= ct+9, 要 人 么 含有 三 个 数 e, J, 9 使 得 e+ 了 = 
2g, 

4.8 (美国 ,1983)， 在 数 轴 上 到 长 为 二 的 开 区 间 (ne N), EMI ESAK nil 





个 形 如 r: 的 既 约 分 数 ,其 中 p, q€ Z, Iagan, 
4. a (南斯拉夫 ，1977)。 对 给 定 的 we N, 有 多 少 个 三 元 自然 数组 (无 序 组 )， 其 和 为 
4.10 《保加利亚 ,1980) 。 证 其 ,从 2, …; 49 由 取出 六 个 不 同 的 其 中 至 少 有 两 
个 是 相信 的 ,共有 Oi - Ch 种 取 法 。 | 

4.11 (奥地利 -波兰 ,1978)， 没 etl 是 给 定 的 正 有 理 数 、 证 明 ， 自然 数 集合 可 以 表 为 
两 个 不 交 的 子 集 4 与 之 并 ,使 得 4 中 任意 两 数 之 比 与 BB 中 任意 两 数 之 比 都 不 等 于 c, 
[ .24 ] 


4.12 《评委 会 ,西班牙 ,1T977) ， 整 数 A, Go, y n 之 和 为 1。 证 明 ,在 数 
bi=a,+2G6 Hika tee tnei +l)a, + (aitt 
+ {n-i +B) t e tnar tl, 2, pn 
外 没有 相同 的 ， 

4.13 《中 国 ,1978)。 证明 , 当 给 定 的 正 整 数 n 与 上 适合 %>2, >2 时 ,n(n 一 1)* 可 
以 表 为 个 连续 偶数 之 和 ， 

4.14 【评委 会 ,苏联 ,1982)， 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 mwE 入 ,能够 把 各 个 数 1,1, 2, 
2, 3, 3，…， n, 全 排 成 一 行 , 使 得 当下 = 工 2，…， n 时 ;在 两 个 之 间 恰 有 上 个 数 ， 

4.15 《苏联 ,1988)。 在 第 一 行 写 有 19 个 不 超过 88 的 自然 数 ， 在 第 二 行 写 有 88 个 不 
超过 19 的 自然 数 。 将 一 行 中 的 一 个 数 或 几 个 相连 的 数 称 为 一 段 。 证 明 , 可 以 从 上 述 两 行 数 
中 各 选 出 一 段 ,使 得 这 两 段 数字 之 和 相等 。 

4.16 《奥地利 ;1875)。 设 非 空 集合 MC Q 满足 下 述 两 个 笨 件 ， 

(1) 如 果 aE M, be M, 出 s+bEM, Babe M, 

(2) P r€ Q, W| r€ M, -7E 昌 ,7=0 这 三 者 和 愉 有 一 个 成 苹 。 

ER, 集合 到 与 所 有 正 有 理 数 集合 相等 ， 

4.17 《美国 纽约 ，1973)。 设 有 限 集 合 BCB 和 集合 MCR, HIS SMS ASA 
可 唯 -- 地 表 为 集合 五 中 的 数 的 整数 次 者 的 了 乘积 , 则 卫 称 为 站 的 基 。 试 问 , 任 意 有 限 的 正 数 集 
合 都 具有 基 HE? | 

4.18 【奥地利 -波兰 ,I980)， 证 明 , 对 任意 ”%E 各， 都 有 

1 
laisi mwa <a an AER 
其 中 求 和 是 对 所 有 取 自 集合 入 ,2，…, n ARH i <i <. <i, k=1,2, e n RETR 

4.19* (保加利亚 ，1988)。 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 mE 六， 六 在 0, 4,，…, a = 的 排 

FN (Gi, Gs, o, Gm)， 使得 


= fh, 


Gy Bide, Aglas y Glg in 
被 吨 除 的 余数 各 不 相同 ， 
4.20* (评委 会 ;瑞典 ,1983)。 证 明 , 如 果 n€ N 不 是 素数 的 整数 次 式 ， MFE L, 2, 
eeg f 的 排列 (429 4.) ， 入 得 
> Ë cos Bria, =0, 


4.21* 《苏联 ,1988)， 设 mw m, 了 是 自然 数 , 且 mn。 证明, 如果 1+24:… +n= mk, 
出 可 将 1，2，…,% 分 成 个 组 ， 使 得 每 一 组 数 之 和 都 等 于 m, 
4.22* (评委 会 ,芬兰 ,1982)。 求 所 有 这 样 的 自然 数 的 和 ,它们 在 十 进 制 写 法 中 的 数学 
组 成 递增 或 递减 数列 。 i 
4.23* (FES, 22 19719). WE 
G, + 2a + - + na, = 1979 
W n 5 H IRH (a, Gs, …， Ga) 4 n DAARAAN 34 n AAAA. ERA, #@ 
组 与 个 组 一 样 多 ， 
4.24" (评委 会 ,波兰 ,1979)。 证 明 , 对 性 意 h, Gn =u mE N, 
[ 25 ] 


(1) 存在 ss 个 数 的 集会 ; n< 2", CERA FETRRR TIER, . 而 县 这 些 和 中 电 舍 
所 有 的 ai, ús, 和 a。 

(2) FE nA G, nam, 它 的 所 有 非 室 手 集 具有 不 同 的 和 ， 而 且 这 些 和 中 包含 
所 有 的 Gi, a2, eeg Gm 

4.25" (FER, W 23, 198) HRA MCN 满足 | 

(1) 和 任意 大 于 工 的 %E N 都 可 表 为 n=4+5, Kp a, b€ M, 
. (2) .如 时 #8, o, d€ M 都 太 于 430, WEH a= c në a= d j a+ b= c+ d, 

集合 下 存在 香 ? 

4.28 (FF1916), 证 明 ， kaa s= a, >, 3, ,局 任意 分 为 两 组 ， 总 有 某 个 组 ， 
它 含 有 商 个 数 及 它们 的 郑 ， 

4.27 〈 中 国 , 集 训 班 ，1988) 。 n€ 不 大 于 3， 目 只 有 下 列 竹 质 ， 把 集合 5 ú, 2, 

n %} 任意 分 为 两 组 ,总 有 其 个 组 ， 它 合 有 三 个 数 @ b, c, Yr 4= 5, isb- c。 求 这 种 
的 最 小 什 

4.28" (匈牙利 ,1986)。 证 朋 ， 可 以 用 两 种 颜色 给 正 整数 1， 2, =, 1986 染色 , WEF 
全 有 48 个 项 的 单 色 算术 级 数 。 

4.29* (评委 会 ,罗马 尼 开 ,1987)。 证 其, 可 以 用 四 种 颜色 给 正 整 数 工 2 e, 1937 W 
色 , 使 它 不 含有 10 个 项 的 单 色 算术 级 数 。 


S5 数 的 各 种 性 质 
(W £ — 32, 2 3 11—19, 定理 1 ,2,4, 10, 13, 18, 23, 55, 95, 96) 


5.1 (捷克 ,1952)， 证 明 ， 如 果 正 数 O, b, € @ 满 足 Ve+w5=c 则 va 
€ Q. | ` ` 
5.2 《罗马 尼 亚 ,1975)。 证 明 , 存在 正 无 理 数 & Hj b, 使 得 a" AAR. 
5.8 《巴西 ,1938)。 证 明 , 对 尾 意 %E N, n>1, #l 


1 1 1 
l+ +y tt 


不 是 整数 ， | 
5.4 (苏联 ,1986)。 证 明 , Em, nE N, 被 SHERRE EI. H 1<m < n <1986, 


则 所 有 形 如 -的 数 之 和 不 是 整数 ， 


5.5. 《美国 ,1978)] 。 证 组 , 任意 大 于 32 的 wpE 都 可 以 表 为 车 于 个 自然 数 之 利 ， 历 且 
这 些 自然 数 的 倒数 之 和 为 1 
58. (B.1982), Wan6€ N HI MEN, 县 在 二 进 制 写法 中 恰 有 三 个 数字 为 工 证 
明 ,mn 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 六 个 数字 为 0, HERA 7 个 数字 为 0, We 是 偶数 。 

5.7 〈 南 斯 拉夫 ，1983)。 求 所 有 具有 下 述 性 策 的 n€ N. 如 果 并 排 写 出 十 进 制 认 数 法 
中 的 数 吧 q 24, WERTER O 1, 2, =, 8 各 恰好 出 现 一 次 ， 

5.8 《〈 南 新 拉夫 。1977)。 求 所 有 具有 下 福 性 质 的 %E 访 , 它 的 十 进 制 写 法 中 数字 之 和 
的 5 KRET, 

5.9 【 英 同 ,1978)， EH, IK 8238) y Sk A 821 100, MERA BT 3k asi 


1 部 


中 不 可 能 从 左 到 右 依 次 连续 出 现 1, 6, 7 这 三 个 数 。 

5.10 《中国 成 都 ,1978) 考 试用 百分制 记分 ,得 分 为 整数 。 证 明 ， 

G) 如 果 20L 人 的 总 分 为 9999, 则 至 少 有 3 人 的 分 数 相同 

(2) 如 果 201 人 的 总 分 为 10101， 则 至 少 有 3 人 的 分 数 相 同 ， 

(3) 如 果 201 人 的 总 分 为 10000, 且 无 3 人 的 分 数 相同 , 则 必 有 人 得 100 分 ，2 人 得 
0 分， 

(4) 加 果 201 人 的 总 分 为 10100, 旦 无 3 人 的 分 数 覃 同 , 则 必 有 4+ 人 得 0 分 ,2 人 得 I00 
分 。 

5.11 (美国 纽约 , 1978), E, EREM 2” +1 的 素数 不 能 表 成 两 个 自然 数 的 5 次 
Heu 其 中 mwE N. 

5.12 《美国 纽约 ，1977)。 是 天 存在 nE N. (HS 2.*1- 1 与 2"1(2" 一 4) 都 是 整数 的 
H? 

5.13 (FJB, L978), 证 明 , 如 果 m, nE N 满足 


w V7 ">L, 


5.14 (国际 数学 竞赛 ,芬兰 ,1980)， 求 (~ 3 + 258 的 十 进 制 写法 中 位 于 小 数 点 
前 后 相连 的 两 个 数字 ， 
5.15 《罗马 尼 亚 ,j83 由 。 证 胃 , 对 任意 m nE N. FEREN, 使 得 
(vii mI VP + E= 1, 
5.16 《评委 会 ,波兰 ,197 门 ， 证 有 明 ,， 对 任意 a, b€ R, e>0, ##z k, m€ Z 55 n€ N, 
使 得 
Ima-k[<8, 月 jnb- m| < e, 
5.17 (评委 会 ,越南 ;1976)。 证明, 有 无 限 多 个 形 如 5" 的 数 ，mE N, 在 它们 的 十 进 制 
写法 中 至 少 接连 出 现 1876 个 0, | 
5.18* (PE3S22, EEI,1977), HEB, SERS m€ N, 有 无 限 多 个 形 如 5" 的 数 , n€ N, 
使 得 在 它们 的 十 进 制 写法 中 , 订 是 喇 个 数字 的 每 一 个 都 与 其 相 邻 的 数 有 不 闻 的 奇 山 性 ， 
5.19* (rRBd,1984). jk a, EPEE + 各 的 个 位 数字 ;nn 七 六 ,证明 ,0, a Gala 
TAAR, 
5.20* (HRR: 1973). 证明, 如 果 一 矩形 的 边 长 为 奇数 ， 则 其 内 部 不 含 这 样 的 点 ， 
它 色 四 个 顶点 的 虐 离 都 是 整数 。 
5.21* 《评委 会 ,人 铭 牙 利 ,1979)。 证 明 , 不 存在 这 祥 的 正四 棱锥 , 它 的 所 有 校长 ,表面 积 
和 体积 都 是 整数 ， 
5.22* {英国 ,1981)。 对 给 定 的 % 个 不 同 的 数 ar, as, o, aE N, n>1, 记 
pi= [I (m-a), 2=1, 2, un, 


Igjar 
j+ í 


证 明 ,对 任意 ke N, 
F 27 i 


a—a—u—.— a wauu... asnu s 


是 整数 ， 
5.23 
ERA 《评委 
una 会 ,瑞典 ; 


5 P 


989) 8， 证 明 , 存 在 mn 热 数 ， 每 一 
， 设 nE 有 ND 
个 都 不 
。 证 
3 
在 % 个 连续 的 自 
Ei 
N 
都 
是 


第 二 = 方程 与 不 等 式 


3 6 方程 与 方程 组 
( 见 第 一 部 分 ,定义 2，19; 定 理 6, 7, 18, 55, 56) 
8.1 (美国 纽约 ,1978)、 解 方程 
8:(3z+1)= 4, 
6.2 (奥地利 ,1974)。 WH, HEE a, b, c€ R, 方程 
(和 一 a) (@— +t (%— c) + (z — c) (z — a) = Ü 
至 少 有 一 个 解 ， 
6.3 (民主 德国 ,1983)， 证 明 , 方 窒 
zt + Bz? + 622 — dr—16=0 
BARTKA. 
6.4 《美国 纽约 ,1980)。 求 所 有 的 数 对 (ay b), a>1, 5>0, 使 得 方程 
a*= m° 
恰 有 一 个 正 数 解 ,并 对 每 个 所 求 的 数 对 a, b, 求 出 这 个 解 。 
8.5 (南斯拉夫 ,1972)， 对 每 个 aE E, 解 方程 


(oD (i a, tH) 





äng toss Bin zceo8mz 


6.6 《美国 纽约 ,1973)。 求 满足 方程 


. 97 
83 B |> . 5 
COS T + BiYU Z TA 


的 所 有 zE [0, >|. 


6.7 【美国 纽约 ,1978) 。 求 所 有 自然 数 对 Az B, 使 得 方程 组 
fes Ax + eos Paw = Ü 
A sin Az+ Ban Bz = Q 


A. 
6.8 《捷克 ,1956)}。 求 所 有 满足 方程 组 
CDSE _ 
[cosy =2 costy 
Sin 3 ， 
Er = 2 sin y 


[ 29 1 


x= 
KWER z, gE (0, £). 
6.9 (民主 德国 ,1956) 。 解 方程 
(Bin(g— oy) +1)(2 cos (2x 一 的 + DD = G, 
6.10 (罗马尼亚 ,1978)。 对 每 个 n& N, 解 方 程 
Bin z sin 2e- esin mt + eosa cos 2z.. 0605 nes l, 
6.11 (中 国 天 津 ,1978)。 设 3z, yy 和 6 满足 方程 组 ， 
ain OÓ + cos Q= z, 
an 0— cos 0= v, 
sin? 6- cog 0— sin 0 = ~ wi, 
R t, y 的 值 。 
6.12 《民主 德国 ,1966)， 对 每 个 mnE N, 解 方程 
(m+ 4)" = m" +P, 
6.13 {民主 德国 ,1878)。 解 方程 组 
wey +y=2+3v 2, 
A 
5.14 中国 上 海 ,1978)。 解 方程 组 
iY 


8.15 (英国 ,1975)， wH HERNEN, HAHN zu, tta % 满足 方程 





1 
z 2 2 3 一 
— + 出 | 一 出 + r + Lg ai + ra = 
(1 1) ( 1 2) ( 从 一 "J h! n+l”. 


6.16 (波兰 ,1968)。 求 所 有 的 mE 驻 , 和 使 得 方程 组 


itty t ttt, 
| 1 1 raq l .1, 


-一 -十 一 


ti Xa Ty 


RAER tis wz，…， or。 并 对 求 得 的 m， 给 出 相应 的 解 。 
6.17* 《捷克 ,1982)， 对 每 对 9， REN, 求 记 有 满足 方程 组 
gitte teil, 
P +z )(Í +m). (L+ 2.) = 2 
的 非 负数 组 21, Zay ty Za, 
6.18 (苏联 ,1988)。， 当 % 至 少 为 多 大 的 自然 数 时 ,下 述 方 程 组 有 解 ， 
[tt tsin a= O 
Bin z + Zsinat te +n Sin = 100, 
6.19* 《民主 德国 ,1980) 。 解 方程 组 
多 


i 


2y + rE z, 
2z + z = m, 


6.20 (评委 会 ,塞浦路斯 ,1985)。 解 方程 组 
[99 ] 


ST- d w31, 
! y 

i 1 J 

+- y -4w 92 = 3, 


zs Z — = - 82 + 972 = — 5, 


l 
| 22 +L — 16u? — Biz =- 15, 
y 
6.21* (奥地利 一 波兰 ,1979)。 对 任意 ma Gae B, 解 方程 组 
m + mo + -e + 28 = G, 


[| 


7 不等式 
( 见 第 一 部 分 ,定义 18,、 30, 32, 定理 2, 4~7, 94, 55, 56) 


7.1 《民主 德国 ,1974)， 
V4+v? -VVT-VY 

与 0 哪 一 个 大 ? 

7.2 【〔 比 和 时 ,1979] 。 设 ae<5< ce<o 试 按 递增 顺序 排列 下 面 的 数 ， 

m= (a+ b)(e+d), y= (G+ e)(b+d), z= (+ + c), 

了 .3 (Wie K.1976), EH W 3 = 35 RSU 1, BRRA TS Z A, W 
三 个 数 中 怡 有 一 数 大 于 工 。 

了 .4 美国 纽约 ,1975)。 证 明 , 对 任意 正 数 az 之 算术 平均 值 





”有 


_ “+b 
2 
与 几何 平均 值 
B= (ab, 
(a b)? 
“s(a =p 4 


7 .5 (南斯拉夫 ,1976)。 证明， MENAT MRG 0 °, 有 


Joga y gb b log,e 
2( -Ee G+ tro trta d> 


7.6 (nfl, 1871), 证 明 , 对 任意 正 数 a b c, 有 
a (b+ e-a) tA late- b)+ e2(a+ b -dabe, 
T.T (美国 ,1880)。 证 明 , 对 任意 &,8,cE [0, 1), 有 


b 
DFT + rorT + ureri t "DU DU Ol, 
G@+b+c>0, bibetea>0, abe> 0, 


a+b+ e° 


其 q, 0, 0 者 是正 的 。 
[ 3! ] 


retire pe i nm aa m r..—- ( am. m... 


1.9 【比利时 ,1976)。 证 明 , 记 有 a € 二 都 满足 
sin (cos e) <cos(sin a), 


7.10 〈 巴 尔 于 ,1984)， 证 明 ,对 和 为 工 的 任意 正 数 m，…， ms n>, 有 


n 
| 六 到 "i > 9 .Í ° 
7.11 《民主 德国 ,1987 英国 ,1976)。 证 明 , 对 任意 正 数 tts Ga ne, 有 


i —. 
m sa 的 于 


其 中 
8 = Sa 
7.12 ($E 1975), 对 生意 正 数 GH y aa ta Ga 与 n1 = (y 不 等 式 
G: Y" i Œil l 
H Ea 
E RET 


7.13 (评委 会 ,加 拿 大 ,1982). EA EREM, a<1, 有 


1— 
和 


T.14 FRR R1982), EW, 对 任意 a<1 与 任意 满足 条 件 


l> rm >> Ü 


TL 








的 数 mi, u, oy 有 


(二 四 二 go 二 ol + le- 122 + +... ne loa 
1.15 (62,195, 证 明 ， WER a, .o, œ € [0, 2], n2, 有 
212 - a |<, 


并 确定 对 于 什么 样 的 本 pp， SRAT. 
T.16 (南斯拉夫 ,1972) 。 证 明 , 如 果 对 任意 Tis t'y # | € {- i, 1, wM HAH 


Gris izy a Giny 


oly Gons *'*a Giny 


Grig Anry y Aan 
有 
` m. ` . . B .. 
=] 


Hil . . 
Jan] + |a] + + |a | 5 M, 
7.17 《评委 会 ,美国 ,1852)。 证 明 ， 对 任意 G: s a, € ËB, 都 存在 KE L, |, n), 使 
FARREN LERRA hebb 都 有 | 
_ |È ta |<| Zia: | 
7.18* (波兰 ,1984)， EH, HEE m, mE N 与 任意 满足 m thal, i=l, -nii 
L323 


Bis "`, Bas Yis s YE (0, 1], 有 
dg "+ d- 5) 21, 
zf.19* 【评委 会 ,美国 ,1977)。 证 明 , 对 任意 正 数 a=ch= e= d, 有 
agtbeasdi >> bs etda, 
了 .20* 【民主 德国 ,1980).， 证明 ,对 任意 大 于 1 的 "EeE 轨 ,有 
X >r) T. 


iza J 3 二 2 


T.21* (评委 会 ， 法 国 , 工 932) 。 证 明 , 对 任意 正 数 (Iy "ta Grs 有 


7 了 -22* 《美国 ，1977)。 证 明 ， 如 果 给 定 芍 两 个 正 数 p<q, 则 对 任意 a, B, Ys 5, EE 
Ip, qj], WH 


并 确定 对 什么 样 的 w, B, y, O, e FARN. 
T .238* (民主 德国 ,T970) ， 证 明 , 对 任意 正 数 abet, # 


3/abe +abd + aed + bed. _ ab + ace+aqj+ be+ bd + cd 
N LU T ybs AN T GU TU T He TUATS 


4 6 
并 确定 对 什么 样 的 4.6、,6、4 FARE. 
T.24 (中 国 ,1979), 设 








0O<a<, O<8<% 


证 明 ] 1 
Tosa t Sma sin: B cos 8 > ”" 
并 确定 对 什么 样 的 a 8 等 式 成 立 ， 
. T.25 CE E, 1984), 设 xl Cy Ta 者 是正 数 ,证 明 ， 
和 
Ty Ea Ea tı 
7.26 (3,1887). ER, HEREN, A 
(n41) (2a + (28 — 135", 
7.27 (HE,1988), # ab SIE 5:38 H. 
1 1 
atah 
证 明 , 对 每 个 mwE N A | 


(atban m, O, 


8$8 仿 整 数 部 分 [zx] 的 问题 
( 见 第 一 部 分 ,定义 11,， 15, 18, 19; 定 理 2, 6, 8, 18, 20) 


8.1 (奥地利 ,1973)。 解 方程 


8.2 (全 局 ,1987)}。 解 方程 
2 — 8[z] +7 = 0, 
8.3 《〈 苏 联 莫斯科 ,1957)。 解 方程 
æ- [z] = 8, 
8.4 【英国 ,1975) 。 求 方程 
fa L+ 2] + + m1] = 400 
的 自然 数 解 ， 
8. 5 (加 拿 大 ,T981) 。 证 明 , 方 程 | 
| ` [81 + Í+ [40] +[8e] + 16914 [3961 = 12345 
无 解 。 
8.6 〈 瑞 典 ，1982) 。 对 每 个 mE 不 ， 求 方程 空 - [e] w ERE L, n] 中 解 的 个 
数 。 
8.7 (奥地利 ,1974) 。 证明, 对 任意 %E N, 有 
[v n+vnt+l]=[vdn+2], 
8.8 《评委 会 ,比利时 ,1979) 每 个 自然 数 都 不 能 表 成 


[n tal 
其 中 mE N, HA? | 
8.9 GEZ2, KARE, 1988), juj o ENRERE, EH ， 


f= [n+ 3 +3] 
iB Hi IE 038, HRA a, = 3n- 2n 的 项 除外 。 
8.10 《南斯拉夫 ,1988) ,证明 ,由 递 推 关系 式 


t =2, Basi = [>=]. n€ N 


给 出 的 数列 {a,} 中 有 无 限 多 个 颂 数 和 无 限 多 个 毅 数 ， 
8.11 《评委 会 ,罗马 尼 亚 ,1985) 。 和 证明; 由 an= [v 2m] 定义 的 数列 {a} 中, 包含 无 限 
多 个 2 ERR. | 
8.12 〈 身 地利- 波兰 ,1979) 。 对 每 个 mnE N, 求 最 大 正 连 数 XE Z+, 使 得 
. [@+ T 11)28-1J 
被 2* 整除 。 
8.13 【〈 评 委 会 ,罗马 尼 亚 ,[T87 人， Em aene N, 有 
{nV 2} > 


且 对 任意 。>0, 总 可 以 找到 mE 万 ,使 得 


EIP 








NI 
8.14" (美国 ,1975)， Q 证明 ,对 任意 非 和 实效 z, w, 有 
[óe] + [5y] > [32 +y] + [3y +z], 

38] 


(2) 证明 ,对 所 有 my a€ N, 


(5m) | (5n)! 
mini (m+ 1 (37 + m) 1 


是 整数 ， 

8.15* 【美国 ,198T) 。 证 明 , 对 任意 *20 Bi n€ N, 都 有 

[ne> E Ea] +e + La， 
8.16” (你 加 利 亚 ,1983)。 证 明 , 若 对 每 个 %E N. a, b, c W 
[na] + [nb ] = [ne], 

H] a, b, e 至 少 有 一 个 是 整数 。 

8.1” (集训 班 , 中 国 ,1988)。 证 明 , FEEKS À, EIPRE nE N, N] nea 
偶 性 相同 ;并 纵 出 一 个 如 此 的 正 实数 A, 


[5]. 


Tn A . 


第 = 章 平面 几何 


39 = # Ë 
(LFR, 2 3. 36, 40, 4l; 定理 64, 67, 74, 75, 77, 82, 83) 
9.1 (南斯拉夫 ,1981)。 给 定 不 等 边 锐 角 三 角形 ; ul tri TR P fEF4 a 18 S TE: 
线 , 过 第 三 个 顶点 作 角 孕 分 线 。 证 明 ， 如 果 这 三 条 线 相交 构 戒 一 个 三 角形 , 列 它 不 可 能 是 等 
边 三 角形 ， 
9.2 (比利时 ， 1977). 证 明 , 设 正 数 a, b, c€ R, HANER nE N, Ha, bn. e" 为 
边 长 的 三 角形 都 存在 , 则 所 有 这 些 三 角形 都 是 等 腰 的 。 
9 .3 (苏联 划 斯 科 ， 1955)， 设 三 角形 ABO KHAMDAN O O Os, ER 
-人 Do0s0s 是 锐角 三 角形 。 
9.4 《瑞典 , 1982) ， 求 所 有 的 wmE N. 使 得 对 其 中 每 -一 个 mw; 都 存在 mE N, EA AB 
=38, AC =21, BO =n 为 边 的 三 角形 的 边 AB, BO 上 分 别 可 以 找到 点 D, E, 它们 满足 
AD= DE= EC =m, 
98.5 (评委 会 , 越南 ，1979)。 求 所 有 的 三 元 数组 a, b, EN, 使 得 以 它们 为 边 长 的 三 
前 形 都 具有 直径 为 6.25 BJ PE], 
9.6 (%B8129, 1978), W AABC A ADEF 内 接 于 同一 个 闸 ， 证 明 , ET188 148 
等 的 必要 且 充 分 条 件 是 | 
sin -A +8lin Z B +gin Z C =sinZ D +sinZ E +sinZ F, 
9.7 《南斯拉夫 ，1981)。 设 一 直线 将 三 角形 划分 成 等 面积 和 等 周 长 的 两 部 分 。 证 明 ， 
兰 角形 的 内 切 圆 图 心 位 于 这 条 直线 上 。 
9.8 (奥地利 1983), 在 入 4BC RW AB, AC, BC 上 依次 取 点 C, B', A, 使 得 线 
B ALS, BB, CO XTA. MA", Br. O 依次 是 A, B, C X Ar, Br, C 的 对 称 
K. EH, | 
Svpece = 38 ape + 48 ppo, 
9.3 (奥地利 ,1971)。 设 入 ABC 的 三 条 中 线 交 于 加 点 ,证 明 
AP: + BOE +O A2 = 3(OA2 + OR + OO, 
9.10 《美国 纽约 ,1979。 证 明 , 如 果 三 角形 的 重心 和 它 的 边界 的 重心 重合 ， 则 它 是 等 
WIKE. 
9.11 《英国 ,1983)。 设 0 是 SABC 的 外 接 贺 圆心 ,五 是 边 48 ht Ao EE AACD 
L-36 1]: 


中 中 线 的 交点 。 证 明 ,如 果 AB = AG, 则 OE | OD, 

9.12 (捷克 、1972)， 求 所 有 的 正 数 对 a, b€ R， 使 得 存在 直角 入 CDE RHA DE 
ESA, B, CIRE O’ 

DA=AB=BE, H AC =a, BC =b. 

9.18 (评委 会 ， 中 国 ，1986)， 平 面 上 给 定 三 点 4， B, 0。 一 个 人 从 同一 平面 上 的 点 
Po 出 发 ， 直线 行进 到 点 A, Fj ZE E sk 60° 之 后 继续 沿 直 线 前 进 ， 走 过 一 相同 距离 之 后 ， 到 | 
达 一 点 刀 。 称 此 人 关于 点 4 作 了 -次 左 转 60° 的 运动 。 接着 ， 从 P, 出 发 对 召 作 左 转 6 
的 运动 到 达 Pa EM Ps BENO fit 60° 的 运动 玫 达 Pa 然后 再 依次 对 A, B, C, A, 
B, a... 作 左 转 00 前 运动 。 经 过 1986 步 之 后 ， 此 人 发 现 己 回 到 了 原 出 发 点 Po W, 
AABO BSDR, WJ H TR k A, B, O 是 按 逆 时 针 方向 排列 的 ， 

9.14 《美国 级 约 ,1976)。 求 一 个 直角 三 角形 , 它 的 边 都 是 整数 , 并且 它 的 每 个 角 都 可 
以 用 圆规 和 家 尺 将 它 三 等 分 ， 

9.15 (芬兰 ,1980), # AABO 中 作 边 4 与 40 bs r payah, DIER BO 于 
点 也 和 和 了， 证明 ，(1) 当 馈 LB. 馆 LO=3 时 ,有 BO= 定 FP，(2) 4 tg/B-tg/0+3 时 ， 
BC = XY 仍 可 能 成 立 ， | 

求 集合 MCR, WA te Z B.te ZC M hh Lapak, 

9.16 ($mA2, 1976), HA AABO 的 高 交 于 点 DD。 在 线段 0B 和 00 上 各 下 点 
B, Ej Cis {E4 ABC = Z AG B =9%0, 证 明 , AB, = AQ, 

9.17 {苏联 ，1988)}。 作 锐角 AABO 的 外 接 国 ， 并 过 点 A, B, C 分 别 作 外 接 贺 的 切 
缓 。 已 谢 过 点 4 与 C 的 切线 分 别 和 过 点 了 的 切线 交 于 点 厅 与 N, BP 为 AABO 的 高 ， 其 中 
点 卫 在 边 4C E, 证明 ,3BP 是 MP 的 平分 线 。 

9.18 〔 中 国 天 津 ,1978) 。， 设 AABO 是 等 用 三 角形 ,BO HRAL D E 5 AJ BC 的 
EE. DAD 为 直径 作 贺 。 过 点 B 与 0 分 别 作 图 的 切线 BE 与 OF， 其 中 如 与 了 为 切 点 。 
WE, i EF 在 AABO 内 部 一 盘 的 长 等 于 它 在 外 部 两 段 长 之 和 。 

9.19 《英国 ,1981)。A4HO 的 高 交 于 点 O, JK A, B, O 各 是 边 BC, CA, AB 的 中 
点 。 以 0 为 珊 心 的 圆 交 BO, FTA D, Do ZOA FA RE, % AB, TA F, Fa E 
明 ， 

| AD, = AD; = BE = BE; =O F = GE, 

9.20 【〈 南 斯 拉夫 , 1983), #AABC 内 部 取 一 点 了 P， 在 边 40 和 BO 上 各 到 一 点 天 与 
L, 使 得 CP40= ZPB0, ZPIO = LPMC =90"。 证 明 ， 如 果 刀 是 边 AB 的 中 点 , 则 DM 
= DL, 

9.21 (罗马 尼 亚 ,1978)， 求 等 边 人 4B0 KRME ` 

| ZMAB+ /MBO + /MOA =90° 
的 点 于 的 下 何 位 置 。 

9.22 ( 保 圳 利 亚 ,1982)。 在 给 定 的 不 等 边 入 414s44 中 ,用 Bu ERMA 4 关于 由 顶 
点 À, 引出 的 角 平 分 线 的 对 称 点 、 其 中 6,7E 科 ， 2,8. EH, ER BsBa ,BisBay 与 Ba 
Bas 相 写 平行 。 

9.23 (保加利亚 ，1981)。 入 A4BC 中 ，O 的 内 角 租 外 角 的 两 条 平分 线 分 别 交 直 钱 AB 
于 点 荆 与 村 、 证明 ,如 果 0 = COM, RJ AC +BC? =4R, Ah RERE, 
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9.24 (南斯拉夫 ,1933). # AABO 内 取 一 点 M, 使 得 
/MBA=30°, /MAB=10°, 
设 ACB =80°, AO = BO, 
k ZAMCO, | 
9.25 {英国 ,1970)。 在 八 480 Hih BE tj A0 LAR ADS R, 使 得 
ZBAD= 60°, ZABR =80°_ | 
j . <ABO = ZACB = 50°, 
yk Z BE D, f 
9.26 (民主 德国 ,1964)， 在 入 4BC 的 达 BO 上 到 一 点 P, 使 得 PO=2BP, it 
ZABO=45°, /APC=60°, 
求人 4A0B. | 
9.21 (评委 会 ,荷兰 ,1979)。 在 等 边 信 4BC ARAK, L, M, Hil 
ZKAB= /LBA=IS, ZMH0O = /KCB= 20°, 
ZOA= / MAC = 5°, 
KAKLM 的 三 个 内 角 ， 


| $10 |] 
( W, 第 一 部 分 ;定义 35, 86; 23 66~78, 790) 


10.1 (EM, 1983), 证 明 ， 加 所 上 所 有 的 点 可 以 分 让 丙 个 集合 ,使 得 在 任意 一 个 内 
间 钊 三 狂 形 的 顶点 中 都 朋 属 于 这 倘 个 集合 中 的 点。 

10.2 《美国 纽约 ,1975) 。 还 明 , 从 阿 秽 上 一 点 到 加 内 搂 正 方 消 的 顶点 的 四 个 距离 不 能 
BERAR. 

”10.# 【评委 会 ,保加利亚 , 1978), AABO HATHA AA, BB, CO, ZFAM, E 
明 , 如 果 AMBA, AMC, A, AMO,B, AMAB, AMAO 与 AMB C WJ 846 i 
等 , 则 A.A BC 是 等 塘 三 角形 ， | 

10.4 (0,1975), 次 单位 国内 的 七 个 点 秆 远亲 的 中 高 才 不 小 于 证 期 , 其 中 必 有 
一 个 点 与 圆心 重合 

10.5 (中 国 北京 ， 1962), FEA, 3Ub fs 4-5 8 RERE > 诸 圆 的 外 面 。 
征明 这 六 个 图 不 可 能 有 公开 点 。 

10.0 “(苏联 ,1983) 。 三 本 回身 丙 外 切 ， JEBJ 833 X, Y, Z, 然后 是 心 不 动 ， j= 4-1 


的 半径 放大 — g ñ. EA AXYZ 内 绝 任 一 点 至 少 被 放大 后 的 某 一 个 网 所 要 区 


10.7 (奥地利 ,波兰 ,TI978) 平面 上 和 着 予 个 不 类 变 的 贺 ， 其 中 每 一 个 加 都 至 少 和 另 
外 六 个 圆 相 切 。 证 明 , 这 些 阁 的 集合 是 无 限 集 。 

10.8 (B jMINW,.,1084), EH, WHERE AB BO 痢 衬 在 三 不 兴 径 相等 的 回 ， 其 中 一 个 
与 边 AE $ü BC RN, 著 一 个 与 边 BC iü AO 相 邹 ,第 三 个 与 边 ACO TI AB 相 切 ,而 且 这 三 个 
贺 恰 有 一 个 公共 点 。 

”10.9 (国际 数学 竞赛 。 卢 森 公 ,1930) .两 圈 根 声 于 点 P. 与 其 中 一 加 可 切 于 点 4 的 
直线 交 另 一 轩 子 点 卫 积 C。 证 明 ， 直 线 PA 要么 是 ,LBP 的 平分 线 。 要 色 是 与 它 相 部 前 补 
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AFIR. 
10.10 (HRe, ZB 199, MLE SE A ABC 的 底 边 BC 上 的 圆 与 两 申 AR 和 
AC HH. WEH, AEA AB 和 AC 上 上 的 线段 PR = 当 且 仅 当 


BL BHS, 

10.11 《中 国 上 海 ,I978) 。 证明, 如 果 圆 的 内 接 四 边 形 的 两 条 对 角 级 相互 重 直 , 则 从 对 
角 线 交点 至 一 边 中 点 的 线段 等 于 圆心 到 这 一 边 的 对 边 的 距离 ， 

10.12 《英国 、1980) 。 在 半圆 的 直径 AB RAKS L, PAMALI OSM, N, # 
得 四 边 形 久 LMA 成 为 一 个 正方 形 , 它 的 面积 等 于 A4B0 HER. EH, AABO 的 内 切 贺 
圆心 与 正方 形 的 一 条 边 及 连接 顶点 冲 或 访 和 顶点 4 或 B 的 直线 的 交点 重合 ， 

10.19 (评委 会 ,越南 ,1979)。 设 点 站 在 给 定 的 等 边 信 4B0 的 外 接 圆周 上 ， 证 明 

MA4 MBt + MO 
与 点 好 的 选择 无 关 ， 

10.14 《民主 德国 ，1973) 。 给 出 一 个 凸 四 边 形 4BCD， EB AB= AD, CB=CD, 证 
明 ， 

O 它 内 切 一 个 加 ， 

(2) 4 HN AB | BO 时 , 它 外 接 一 个 贺 ， 

(3) W AB L BO, 则 内 切 回 图 心 与 外 接 加 圆心 之 间 的 距离 的 平方 为 

Rit+ri -ryti, 
rh R r 分别 是 外 接 图 与 内 切 图 的 举 径 。- | 

10.15 (罗马 尼 亚 ,1978)。 证 有 明 ， 正 方形 的 四 个 顶点 不 可 能 分 别 在 四 个 半径 构成 算术 
级 数 的 同心 圆周 上 . 

10.16 《 南 斯 拉 关 ,1983)。 在 矩形 4BOD 的 外 接 圆 的 红 4B8 上 取 一 个 不 同 于 顶点 4， 
BB 的 点 及。 点 了 Q, R, SEMITEK AD, AB, BO 与 OD 上 的 投影 。 证 明 ， 直 线 
PQ 和 RS 是 互相 垂直 的 ,并 甘 它 们 与 所 形 的 某 条 对 角 线 交 于 同一 点 。 

10.17 GEN 1977). AABO 的 边 BC 与 它 的 内 切 圆 相 切 于 点 五。 证明, KAROE 
线段 BO 与 AD 两 个 中 点 的 连 线 上 、 

10.18 “(奥地利 ,1972)。 设 两 夯 相 切 ， 在 大 加 上 内 接 一 个 等 边 三 角形 ， 从 它 的 各 顶点 
引出 一 条 与 小 圆 相 切 的 直线 ， 证 明 , 这 三 条 急 线 中 ,有 一 条 切线 的 长 度 等 于 其 它 两 杀 长 度 之 
M. 

10.19 〈 评 委 会 ,美国 ,1979)。 由 AABO PARI BC 上 点 忆 分 别 向 过 BO, AC 
5 ABRA PK, PL5 PM, WH, 

BO _ AC | AB 
PK PL PM’ 

10.20 《〈 中 国 ,1986)。 设 锐角 AABC 的 外 接 图 半径 为 吾 ， 点 D, E, F 2: gjd BC, 

CA, AB L. WB. AD, BE, CF JÈ e AARO 三 条 高 的 必要 且 充 分 条 件 芋 


| S= Ë CEF +FD + DE), 
其 中 有 是 A4BC 的 面积 ， 
[39] 


10 21 (FEA, PR K H]|F,1989). SE A ABC 的 内 角 平 分 线 分 别 交 外 接 加 于 点 As 
Bis Ci, HR AA, H Z ABC AAMER Ao, MRE A Bos Co. EH, 
(1) Bac, =28 cR Ats | 
(2) Sj n c =48 ac, 
10.22 《民主 德国 ,1970; 南斯拉夫 ,1972)， 
. (1) BO AABO 内 切 回 赂 心 ， 而 与 点 殷 不 同 的 点 卫 是 直线 AO 与 人 4BC 外 接 阅 的 
交点 。 证 明 , DB = LO = DO, 
(D 证 明 ,如果 4BOD 蚌 一 圆 的 内 接 四 边 形 , 则 ABCD, ACDA, ADAB, 8 AABO 
RIA W R Bù A,, Bis Oi, Di B — EJE BU TA, 
10.23 (PBK-,1984), EH, 图 央 接 四 边 形 414。43s44 全 等 于 四 边 形 五 :号 :五 :总 和 
BH Ho Hy, H4 IEAA Aa, AAA;A.. AAA; JAAA: 的 重心 
10.24 d) (评委 会 ， 美 国 ，1082)。 回 内 接 四 边 形 被 它 的 一 条 对 角 线 分 成 两 个 三 角 
JÉ, 证 明 , 这 两 个 三 角形 的 内 雪 剖 半径 之 和 与 对 角 线 的 选取 无 关 ， 
(2) (匈牙利 ,1978)。 证 明 , 在 一 个 非 印 角 三 角形 中 ， 其 最 大 的 高 不 小 于 其 内 切 圆 号 外 
接 圆 半径 之 和 。 | 
10.25 (南斯拉夫 ,1977)。 平 面 上 有 100 个 点 。 证 明 , 存在 有 限 多 个 圆 ， 使 得 (1) 这 
100 个 点 由 每 一 个 都 在 某 个 图 内 。 (D 不 局 贺 内 的 任意 两 点 的 距离 都 大 于 I。 (3) 所 有 各 
辆 欧 直 径 之 和 小 于 100, | | 
10.26 《〈 中 国 北京 ,1983) 。 平 面 上 有 2 + 3 个 点 nl 其 中 任意 三 点 不 共 线 , 任意 四 
点 不 共 阅 。 是 否 有 一 个 图 , 它 过 其 中 二 点 ,并 且 恰 合 有 所 有 其 它 点 的 一 半 ? 
10.27 【〈 保 加 利 亚 ,1978) 。 证 明 , 任意 一 个 凸 多 边 形 必 有 SAREMA DISAN 
Pl 238 43536. 
10.28 (3F2,1980), BÆ 2n 边 形 中 有 nm-1 对 对 边 相互 平 行 ,n>1。 求 所 有 可 能 的 
n, 使 得 余下 的 一 对 对 边 也 是 平行 的 ， 
10.29* 《保加利亚 ,1932)。 TRER n PARMA, 每 圆 半径 都 是 1。 证明， 其 中 必 


有 一 个 加 含有 -一段 孤 , 其 长 度 不 小 子 “ 开 ， 且 和 所 有 其 它 的 加 都 不 交 ， 


Su Z 边 形 
(LERA ELL, 2, 35, 37， 定理 2, 65, 70, 73, 74, 80) 


11.1 《南斯拉夫 ，1981， Wi, 1982), 证明， 如 果 四 边 形 ABCD 内 有 -一 点 心 使得 
AABO; ABOO, ACD0, ADAO 的 面积 相等 , 则 这 个 点 一 定 在 对 角 线 AC 或 BD E. 

11.2 《加拿大 ,1882)。 设 四 边 形 ABCD 与 四 边 形 A'PR'O'D 的 面积 分 别 为 8 与 S”, 
证 明 , 如 果 四 边 形 4BCD 内 有 一 点 9, 使 得 

OA AB, OB=- EC, 00-0D, OD = Dh, 

mj S=287, | 

11.3 (中 国 ，1983)。 在 四 边 形 ABCD h, AABD, ABCD, AABC 的 面积 比 为 
3:4:， 点 省 与 不 分 别 在 边 4O 和 CD E, ŽA AM : AG =CN:CD, Hit B, M, N = Ki 
线 。 EH, KA E N AREA AC F CD 的 中 点 。 
[4] 


11.4 《苏联 ，1982)。 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,|4B||BC|。 已 知 对 角 线 长 度 之 比 
140|: |BD| =k, WHR AM MHR AD ATERACO HI, HA BM 和 射线 BC 关于 直 


Ë BD 对 称 ,M 为 射线 AM 和 BM 的 交点 , 求 y 


11.5 (南斯拉夫 ，14972)。 连 接 平行 四 边 形 的 顶点 与 不 以 它 为 端点 的 两 条 边 的 中 点 所 
得 的 八条 到 线 构成 一 个 八 边 形 。 证 明 , 它 的 面积 是 平行 四 边 形 面积 的 六 分 之 一 ， 

11.8 (南斯拉夫 ,1970) , 币 五 边 形 4B0DE 的 对 角 线 相交 构成 一 个 互 边 形 4,Bi0D: 
与 一 个 五 角 星 形 。 | 

(1) 求 这 个 星 形 的 以 A, B, O, D, E 为 顶点 的 各 个 角 之 和 。 

(D 当 ABODE 为 正 五 边 形 时 ， 求 五 边 形 ABODE 的 面积 与 五 边 形 ABCDE 的 面 
积 之 比 ， 

11.7 《评委 会 法国,1979)。 设 四 边 形 4BCD 与 41B1C'D' 各 对 应 边 煌 等。 证明， 下 
列 两 个 论断 必 有 一 个 成 立 ， 

G) BD 1 AC, HED A'O’, 

(2) 直线 AC 与 AO 分别 和 线段 BD 与 BD BS 33 R 083 KM 5 M WE 

MA. MO = MO. M'A’ 

且 它们 要 么 同时 分 别 落 在 AO AANO 上 ,要 么 同时 分 别 落 在 它们 的 延长 线 上 。 

11.8 《奥地利 ,1973)， 证 明 ,* 如 果 一 个 凸 作 边 形 的 各 个 角 都 相等 ， 而 所 有 各 邻 边 边 长 
之 比 都 是 有 理 数 , 则 这 个 八 边 形 的 每 组 对 边 一 定 相等 。 

11.8 《南斯拉夫 ,1976) 。 平 面 上 有 一 正六 边 形 ,其 边 长 为 <。 对 每 个 nE Na>jl， R 


限 用 一 根 直 尺 作出 一 条 长 为 S s 的 线段 。 


11.10 GFR 1981), 证明 ,如 果 等 边 凸 五 边 形 4BCDE 的 各 个 角 满足 
ZA> ZB> ZC> Z D> ZH, 

旭 它 一 定 是 正 五 边 形 。 

11.11 (民主 德国 ,1974; 民主 德国 ,1979)。 

(D 证 明 ， 如 果 一 个 串 % 边 形 的 各 顶点 都 在 另 一 个 与 它 全 等 的 % 边 形 内 。 则 这 两 个 才 
边 形 一 定 重合 。 

(2) (DO 中 的 结论 对 非 此 的 多 边 形 能 否 成 立 ? 

(8) 能 否 说 ,对 任意 非 上 的 多 边 形 ,结论 (1) 剖 不 对 ? 

11.12 《评委 会 ,比利时 ,1979)， 是 否 任 意 一 个 正 n 边 形 都 可 以 分 解 为 若干 个 萎 形 ? 

11.13 (民主 德国 ，1964)。 在 边 长 为 5 KRE ABOD 外 面 取 一 点 OQ， 使 得 它 和 顶点 
A 与 顶点 0 的 距离 者 等 于 8>4。 WH, RE OBOD 的 大 小 与 <BAD 的 大 小 无 关 。 

11.14 {匈牙利 ，1976)， 在 平行 四 边 形 ABCD 外 取 一 点 了 , 使 得 人 PAB= ZPOB, 
并 且 顶 点 4 与 C 在 直线 PB 的 不 同 侧 . 证 明 , 人 4PB = 人 人 DPC.， 

1.15 (评委 会 ,比利时 , 1983)。 设 在 六 边 形 ABODEF H, WAX A, C, ERAR. 
等 , 且 不 超过 180*， 又 设 A4BF = LOBD, ZAFB= ZEFD, 证 明 , WRA 是 顶点 44 关 于 
URR BF 的 对 称 点 , 且 不 在 直线 CE 上 , 则 4/0.DE 是 平行 四 边 形 . 

11.18 CHE, 1981) 。 人 台球 桌 的 形状 为 正六 边 形 4BCDEF。 一 个 球 从 边 4B 的 申 点 
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卫 击 出 , 击 中 边 BC 上 某 点 Q, Hikki CD, DE, EF 与 4 各 边 , 最 后 圭 中 边 4B L£ 
一 点 。 求 6= 一 于 的 取 值 范围 。 
11.17 《保加利亚 ，1979)。 设 凸 五 边 形 ABCDE 由， AABO 与 ACDF 是 等 边 三 角 
Æ., EH, WR O AABC 的 中 心 , 而 点 M, N 是 边 B8D 15 AE bth, Hi 
AOME~AOND, 
11.18 《评委 会 ,苏联 ,1982) 。 在 四 五 边 形 ABCDE 中 ,顶点 为 B, F 的 角 是 直角 ,又 
| ZBAO= /EAD. | 
正明 , 如 果 对 角 线 BD 和 OE 交 于 点 O, WER 40 与 BEEE. 
11.19 (英国 ,1966)。 设 正 多 边 形 的 依次 相 邻 和 钓 四 个 顶点 A, B, C, DRE 
求 正 密 边 形 的 边 数 ， 
11.20* {英国 ,1971)。 在 正 2% 边 形 的 肉 切 曾 周 上 取 点 4 与 总 证 明 ， 如 果 点 4 与 这 
2 边 形 的 相对 顶点 的 连 组 构成 的 角 和 分 齐 为 aa, al， …， ar- -点 是 与 相对 顶点 的 连 线 构成 的 
角 分 别 为 Bis Bs, y Bazis BH) | h 
teia + "+ totai = ie Sa t e + o Bni 
11.21* (&D2F3 1978). ARA RR FUERE, EAER J6y 
Ba. EH, 对 上 述 任 意 一 种 染色 方法 ， 多 边 形 都 可 用 不 相交 的 对 角 线 分 为 若干 个 三 角形 
使 得 三 第 形 中 每 条 对 有 角 线 的 端点 不 同色 。 
.. 41.22 《苏联 ,1987) 。 n n ERNER at ayaq, n=5, EH, 在 得 到 的 这 些 部 
分 中 一 定 存 在 不 同 面积 的 部 分 。 


§12 点 ,线段 与 直线 
《 见 第 一 部 分 ;定义 1~3， 18, 34, 35, 37, 定理 1, 2, H, 65, 96) 


12.1 CPEE, 1985), EAB AB LH 2 个 点 ， 它 们 关于 线段 4 了 的 中 点 0 对 
称 。 将 其 中 菜 ”个 点 染 成 红色 ,其 他 m 个 点 染 成 蓝 色 。 证 明 , 所 有 红色 点 到 点 生 的 距离 之 和 
等 于 所 有 蓝 色 点 到 点 户 的 距离 之 和 . 

12.2 (美国 纽约 ，1980) 。 等 边 AABO 的 中 和 位 线 把 它 分 成 四 个 三 角形 入 4DE， 
ABDF, ADEF 与 CEF。 在 它们 的 边 上 取 中 点 玉 , L, M, N, 0, P, Q, R, S。 用 两 种 
颜色 给 这 十 五 点 染色 ,每 一 点 都 染 上 一 种 颜色 。 证明, 一 定 有 三 个 同色 点 , 它们 是 某 个 等 边 
三 角形 的 顶点 。 

12.3 (美国 , 1981)。 在 平面 上 面 出 ~- 个 大 小 为 N EP n€ N RRIKA. 
EH, RR SE R WAKA = Sh 

12.4 《苏联 莫斯科 ,1987) 试 由 正 五 边 形 的 大 个 点 ， 利用 双边 尺 画 出 它 的 其 余 顶 点 ， 
其 中 (1)%=4, (多 =3。 这 里 所 谓 双 边 尺 是 指 无 刻度 的 家 尺 ， 用 它 可 以 完成 通常 无 刻度 让 
尺 所 能 完成 的 工作 ,而 且 可 以 用 它 画 出 和 已 知 直线 平行 且 距 离 恰 好 等 于 尺 宽 的 址 线 ， 

12.5 (中 国 上 海 ,1985) 。 在 平面 上 有 四 小 点 A, B, O, D, 其 中 任意 两 点 的 第 离 都 不 
赵 过 工 ,用 -个 加 覆盖 这 四 个 点 ( 即 点 A, B,0,DD 都 在 加 内 或 国 周 上 )， 问 辐 的 半生 最 少 应 为 
E. 42 1 


多 少 ? 试 证 明之 . | 

12.68 《冬令 营 , 中 国 , 1987) 。. 在 面积 为 二 的 正三 角形 内 部 有 五 个 点 。 证 明 , 在 此 正三 
角形 内 ,一 定 可 以 作 三 个 正三 角形 覆盖 这 五 个 点 ,这 三 个 正三 角形 的 各 边 分 别 平行 于 原 三 角 
形 的 边 ,而 县 面积 之 和 不 超过 0.6 针 ， 

12.7 《南斯拉夫 ,1972)。 证 明 , 在 一 个 平面 凸 集中 ,任意 两 条 直径 都 有 交点 ， 

12.8 【民主 德国 ,1982) 。 是 否 任意 一 个 凸 四 边 形 都 可 用 折线 分 成 两 部 分 ,使 得 其 中 每 
一 部 分 的 直径 都 小 于 原 四 边 形 的 直径 ? 

12.9 《民主 德国 ,1972) 。 平面 上 有 ww 个 点 ,连接 其 中 任意 两 点 的 直线 都 含有 其 中 另 一 
个 点 。 证 明 , 这 "个 点 基线 ， 

12.10 (E3, 1968), RE AB 与 OD 相等， 且 不 平行 ， 求 具有 下 述 人 性质 的 点 口 的 妃 
何 位 置 ,线段 AB X-T R O BJ APR ER tsk CD 关于 某 条 直线 的 对 称 线 侦 ， 

12.11 比利时 ,1877)。 证 明 , 如 果 平 面 点 集 有 一 个 以 上 的 对 称 中 心 , 则 它 有 无 限 多 个 
对 称 中 心 。 

12.12 比利时， 1978). 证 明 ， 平 瑟 点 集 关 的 对 称 轴 的 并 集 荆 包含 在 集合 工 的 对 称 轴 
的 并 集 内 ， 


12.13 (评委 会 , 民主 德国 ，1979) 。 设 一 平面 点 集 有 两 条 对 称 辅 ， 其 夹 角 为 w, A 


是 无 理 数 。 证 明 ,如 果 该 集合 圣 少 有 两 点 , 则 它 含有 无 限 多 个 点 。 

12.14 【〔 南 斯 拉夫 ,1976) 。 求 所 有 大 于 的 数 mwE 六 ,使 得 平面 上 存在 ”个 点 , 当 其 中 
两 点 为 某 个 等 边 三 角形 的 顶点 时 , 这 三 角形 的 第 三 个 顶点 也 是 其 中 一 点 。 

12.15 (南斯拉夫 , 1980)。 设 集合 于 由 整个 平面 去 掉 三 个 不 同 的 点 Á, B, C 得 到 , 求 
西 集 的 最 小 个 数 , 使 得 它们 的 并 是 集合 允 ， 

12.16 (评委 会 ,罗马 尼 亚 ,1979)。 证明, 对 任意 一 个 大 于 某 个 数 m 的 maE N, 整个 平 
面 都 可 用 一 些 直线 分 成 m% 个 区 域 , 而 且 这 些 直线 一 定 有 相交 的 。 求 最 小 的 m。 

12.17 【〔 捷 克 ,1982) 。 在 坐标 平面 上 作 一 个 凸 集 , 使 得 它 售 有 无 限 多 个 整 点 ,但 它 与 任 
何 一 条 直线 前 交 要 人 么 只 含有 限 多 个 整 点, 要 人 么 不 含 整 点 。 

12.18 《民主 德国 ，1974) 。 求 所 有 非 零 向 量 x, g, 使 得 由 on = |x —ng|, nE N EN 
的 数列 是 G) 递增 的 ; (2) 递减 的 。 

12.19 (南斯拉夫 ,1973)。 平 面 上 有 一 些 点 , 其 中 任意 两 点 间 的 距离 都 大 于 2， 证 明 ， 
任意 一 个 面积 小 于 地 的 集合 都 可 以 在 平面 上 平移 一 个 长 度 小 于 工 的 钨 量 ， 使 得 它 不 售 这 些 
点 。 

12.20 《比利时 ,1977)。 在 半径 为 nE N 的 圆 内 有 4mn 条 长 为 1 的 线段 ， 证 明 ,如 果 铭 
定 某 条 直线 , 则 必 有 另 一 条 直线 ,使 得 要 么 与 它 平行 ,要 么 与 它 冬 直 ,并 且 至 少 和 两 条 线段 相 
3, | 

12.21" (捷克 ,1973) 。 在 边 长 为 50 的 正方 形 内 有 一 条 折线 ， 证 明 ， 如 果 对 正方 形 内 
在 意 一 点 ;折线 上 总 有 一 个 点 ,使 得 它们 之 间 的 距离 不 大 于 1, 出 折线 的 长 度 大 于 1248. 

12 .22* (评委 会 ,捷克 , 1979)。 直 线 上 有 +1 条 线段 ,n€ N. MEM], 2 2 J3tih = p 
有 n+1 条 互 不 相交 的 线段 , 要么 至 少 有 n+1l 条 线段 ,它们 有 公共 的 交点 ， 

12.23* (美国 ,1983) .直线 上 有 一 些 集合 ,其 中 每 一 个 集合 都 是 两 条 线 眉 之 并 。 证明 ， 
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# w 3 S h LE Z 4-8 ARA 则 存在 一 点 , 它 至 少 属于 这 些 集合 中 的 一 半 。 

12.24" 【〔 南 斯 拉夫 ,975)。 平 面 上 有 ma+ 生 个 编号 的 点 ,其 中 笠 个 是 正方 形 的 顶点 ,其 
它 个 点 在 正方 形 的 内 部 。 任 意 两 个 编号 的 点 允许 用 线段 连接 ， 只 是 已 连接 的 线段 除 端 铝 
外 不 含 网 号 的 点 ,而 任意 两 条 已 连接 的 线 级 除 端 点 外 没有 公共 点 。 求 用 这 种 方法 所 能 连接 舟 
线段 的 最 大 数目 

12.25 【评委 会 ,荷兰 ,1989)。 平 面 点 集 台 由 呈 个 点 组 成 , 并且 

(1) S 中 任意 三 点 不 共 线 

(2) 对 总 中 任意 点 过， 至 少 有 上 个 六 中 的 点 到 三 的 距离 相等 。 

证 明 

k< + 2n, 


813 JL fj A %*% 
( 见 第 一 部 分 Z x 1, 35, 38, Z= 1, 6, 64, 69, 70, 74, 75, 77, 80) 


18.1 (英国 ，1967)。 三 角形 的 两 边 长 4 H b W E a>b, 它们 对 应 的 高 为 h. h. E 
Bathed +h, 并 确定 等 式 何 时 成 立 。 

18.2 《捷克 ,TI976)， 证 明 , 如 果 一 个 凸 多 边 形 落 在 另 一 个 西 多 边 形 肉 ， 则 正面 丫 多边 
形 的 周 长 小 于 外 面 凸 多 边 形 指 周 长 。 

13.3 【〔 南 斯 拉夫 ,1975) 。 证 明 ， 如 果 在 凸 m 边 形 中 依次 连接 各 边 的 中 点 ,mn>>4, MEF 
到 的 多 边 形 的 面积 不 小 于 原 多 边 形 曾 积 的 一 半 ， 

18.4 (奥地利 一 波兰 ,1978)。 HEIENE p E PITIE ARER SEAE 


的 中 心 重合 。 证 明 ， 平行 四 边 形 的 面积 不 超过 正六 边 形 面积 的 2 


13.5 (南斯拉夫 ,1977)， 证 明 , 三 角形 内 部 的 任意 一 个 正方 形 的 面积 不 超过 三 角形 而 
积 的 一 半 。 

13.6 CHEIR, 1964), 28 AFE SRB AABO 中 内 接 一 个 正方 形 BODE 
(ND 5ZE3 BC ME, AB 与 Ci 分别 在 边 AB S AC E), RERE AABO 上 用 类 似 方 
式 作 内 接 正方 形 B,O,D,B,, 如 此 继续 。 证明, 所 有 这 些 内 接 正 方形 面积 之 和 小 于 和信 4BC ñ. 
面积 的 一 并 ， 

13.7 (捷克 ,1975)。 证明, 可 将 面积 为 工 的 任意 锐角 三 角形 安放 在 面积 不 超过 w 3 的 
直角 三 角形 内 。 

18.8 (评委 会 ，1981)， 证 明 , WERA, B, C, D 与 召 依次 在 半径 为 工 的 半圆 周 上 > 
则 有 

APB? + BC? OP + DE + AB BO.UD+BOUCD:. DE<4. 
13.9 (HET, 1983), EH, 设 点 0 在 和 4BC 的 边 4B 上 , 且 与 顶点 不 重合 , 则 
OC- AB<GA. BC +0B- AO, i 

13.10 《中 国 ,1988)。 在 AABO 中 ,点 卫 , Q, RECKHAENZ S mo BAP MO 

EH AB k. 证明， 
pa 


[44] 


18.11 (评委 会 ， 冰 岛 ，1989)， 凸 四 边 形 4BCD 内 有 一 点 了, P 到 CD 的 距离 为 h， 
#H AB=BC +AD, AP= AD+h, BP = BO +h, 
证 明 
1 d 1 


13.12 《民主 德国 ,1962)。 证明， 任意 一 个 是 四 边 形 的 项 点 之 间 的 最 天 距离 与 最 小 距 
离 之 比 至 少 为 v 2， 

13.13 《中 国 ,1985)。 证明， 平面 上 有 有 五 个 不 同 的 点 ， 网 它们 向 的 最 天 距离 与 最 小 距离 
之 比 至 少 为 2 sin B4° 。 讨 论 比值 达到 最 小 的 必要 且 充 分 条 件 ， 

13.14 《奥地利 ,1975)。 证 明 , 妃 果 平面 上 有 六 个 不 同 的 点 , 则 这 些 点 间 的 最 大 距离 与 


最 小 上 距离 之 比 至 少 为 3， 

13.15 《美国 纽约 ，1977 一 197 约 。 证 明 ， 如 果 a, b, c 是 三 角形 的 边 长 ， 王 是 它 的 周 
长 ,3 是 它 的 面积 , 则 | 

(1) 和 i (2) a TET EEan 

(8) P12 v38, (£) 本 十 本 十 只 写生; 

(5) a+b + oo (6) a° throaty Esp, 


(T) at + bots1687, 
13.16 《南斯拉夫 ,1976)。 证 明 , 如 果 口 是 AABO 内 的 任意 一 点 ;入 4BC 的 半 周 长 为 

PN) 
O Acos <S + 0B cos = LATO PQ + OC cos = ¿CB 


> D, 
并 确定 等 式 何 时 成 立 ， 
18.17 《民主 德国 ,1965)。 WER, i a, B, 7 是 任 意 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 , 风 


cos a + Cos 8 + C08 Š. 
并 旬 定 等 式 何 时 成 立 。 
13.18 (BD 1967), 证 明 , 设 wy 8, ?是 任意 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 * 则 
cos a + 008 B +cos y> +, 
并 确定 等 式 何 时 成 立 ， 证 明 
oF a tco B + cos y 
不 能 取 到 最 大 值 ， 
13.19 《南斯拉夫 ,1976)。 EH, H a, B, ?是 任意 一 个 非 钝 角 的 三 RERNA M 


Bin, a +8Sin atin y> 008 a + O8 f + cos y, 


18. 20 (评委 会 ,越南 ,1977)。 EH HEBE a, b, e 且 面 积 为 及 的 三 角形 ,有 
ab + be +og rg. 
48 


13.21 (捷克 ,1974)， 证 明 ,如 果 几 内 接 闪 边 形 ABCDEF WE AB- BO, CD = DE, 
[ 45 | 


下 <- ` He Ae r ru q (amta ¿uram qas... a F "a" ...- rm 


EF = FA, W AACE 的 面积 不 超过 ABDF 的 面积 。 

13.22 (WAKADE, 4982), WEH, i> Aano H, ZÁ, ZB H; ZC 的 : 三 条 角 平 分 线 分 别 
AABO HI ERATA A, BHC MN 

AA, + BB, "0 AB +BC +CA, 

13.23 (中 国 上 海 ，1978)。 设 .4BCDE Ei RJ, AD HAWAR. BI 人 4D> 

ADO, ZEDA> ZDAB, uEHB, 
AE+ ED> AB+T+ BO +C D. 

18.24 (民主 德国 ，1931)， 证 阴 ， 如 果 有 4D，B 与 OF E AABC 的 角 平 分 线 ， T 
ADEF 的 面积 不 超过 AABO 面积 的 图 分 之 一 。 

13.25 (美国 ,1982) ,在 等 边 和 4BC 的 内 部 取 一 点 4， 在 AABO 的 内 部 取 一 点 Az 
WHR, | 

> 
o Sop 

其 中 SS, S, 与 Pi, Ps 分 别 是 入 41B8O0， AABO 的 面积 与 周 长 。 

13.26 (冬令 营 , 中 国 ,1988)， 设 01 和 Cs 是 同心 加 ,Os 的 半径 是 Ci 的 半径 的 2 t. 
四 边 形 414.4344 内 接 于 CI， 将 AA. 延长， ZAC: TA B, AA 的 延长 线 实 圆 Ca 于 点 
B,, AzA 的 延长 线 交 圆 O; 于 点 Bo AAi 的 延长 线 交 图 C: F Ba。 证明, 四 边 形 BB.BB 
的 周 长 尘 四边形 A.A.As A, 的 周 长 的 2 悦 , 并 确定 等 式 成 立 的 条 作 。 

13.27 (英国 ,1983)。 证 明 ,如 果 直 径 为 所 的 圆 内 有 十 个 点 ， WADPRAT AO 它们 
的 距离 小 于 2, 

13.28 (评委 会 ， 波 兰 ， 1982), 设 点 As A, A PERAGA O B 3 $ë 29 1 8 Bj 

OA +UA, +- +04 =0, 
WH, HER s B, 有 | 
BA, +BA,.+... + BAren, 
13.29* 《匈牙利 ,1981)。 证 明 , 对 平面 上 任意 的 点 4, B, C, D, E, 有 
AB+0D+ DE+EC<AC +AD tAE +BC +BD+ BE, 


$ 14 JLI 8 Jp) SS: 
( 见 第 一 部 分 , 定义 95, 87; 定理 1, 6, 64, 75) 


14.1 《捷克 ,1980) 。 设 等 腰 梯 形 的 最 大 进 长 为 13, 局长 为 28. 

(1) 设 梯形 的 面积 为 外, 求 它 的 边 长 。 

(2) 这 种 梯形 的 而 积 能 否 等 于 贸 ,001? ` 

14.2 《评委 会 ; 比 比利时 ,1982)。 在 记 有 辕 长 一 定 的 三 角形 中 ， 求 内 切 加 半径 最 大 的 三 
角形 、 | 
14.3 (评委 会 ， 美国 ， 1877). ELER 1 IIS 3R— Ent, 使 得 它 SACHER 
kcl, 过 这 点 作 一 对 互相 垂直 的 芯 , 求 两 条 藤 长 之 和 的 最 大 值 与 最 小 值 。 

14.4 《评委 全 ,着 脐 ,，1988)。 设 AB, CD kD Q NO, r 为 半径 的 两 条 互相 答 直 的 
t 46. ] 


=. . Hakea MAEAEA Z, Y, Z, W, p AGO AD. y 
最 大 值 与 最 小 值 , 其 中 AO ERU HEB. 

14.5 (南斯拉夫 ,1978) 证 明 ,在 一 个 四 边 形 中 ,两 组 对 边 中 点 的 距离 之 和 当 且 仅 当 
该 四 边 形 为 平行 四 边 形 时 才 等 于 它 的 半 周 长 , 

14.6 《中 国 ，1978)。 在 一 个 边 长 为 的 正方 形 的 所 有 内 接 三 角形 中 找 出 一 个 面积 最 
大 的 和 一 个 面积 最 小 的 ,并 求 出 这 两 个 面积 

14.7 《英国 ,1982) 。 证明, 如果 O 〇 是 面积 为 8 的 四 边 形 4BCD 内 的 一 个 点 , 且 

25 =04 +OB: +00 +O, 

则 四 边 形 ABCD 是 正方 形 , 且 点 0 是 它 的 中 心 ， 

14.8 {美国 纽约 ,1980)。 设 4 吾 ,(% =1, 2, DEHRA SH AAA d i. EH, 
当 且 仅 当 

S= SAA AH, 


《其 中 A = Api AAA 3238384248. 
14.9 保加利亚 ,1968)。 求 满足 下 询 条 件 的 三 角形 三 个 边 长 之 比 ; 


coosat+bceosBtecosy P 


asimn8+bsiny+csna RB* 


其 中 &, b, ç 是 边 长 ,a, B, y 依次 是 它们 的 对 角 , 了 是 周 长 ;R 是 外 接 圆 半径， 

14.10 (美国 纽约 ,1979)。 证 明 , 在 一 个 正 % 边 形 的 所 有 内 接 正 % 边 形 中 ;%w>3, 当 内 
接 正 % 边 形 的 各 项 点 与 原 w 边 形 各 边 中 感 重 合 时 ,面积 最 小 ， 

14.11 【南斯拉夫 ，:1974) . 设 平面 上 有 9 个 点 Ai Az e 4, ,其 中 任意 三 个 点 不 
共 线 。 用 a ARNAR ALAA A, 的 最 小 值 , 其 中 A Ajs Ar 是 三 个 不 同 的 给 定 芍 点 ， 
对 每 个 mn, Ra 的 最 大 值 ,并 确定 当 这 些 点 怎样 分 布 时 取 到 最 大 值 。 

14.12 (保加利亚 ,1983)。 求 一 个 具有 最 小 尺寸 的 正方 形 ， 使 得 其 中 能 安放 5 个 半径 
为 工 的 图 ,并 且 任 意 两 个 咯 都 没有 公共 内 扎 ， 

14.13 《评委 会 ,民主 德国 ,1982) 。 证明, 如 果 三 角形 的 内 切 留 半径 为 外 护 圆 半径 的 一 
半 , 则 它 一 定 是 等 边 三 角形 ， 

14.14 (#0, 1979), 在 平 而 上 画 一 个 角 ， 在 角 的 内 部 取 一 点 O, 过 点 0 作 一 条 线段 
BC, 它 的 端点 在 角 的 两 边 上 ,使 得 


t, l 
BO CO 
取 到 最 大 值 . 
14.15* ”对 给 定 的 AABO 中 每 个 点 全 , 用 m(T) 5 M(T) 分 别 表示 线段 了 4, T B, 
TO 长 度 的 最 小 值 与 最 大 值 ， 


(1) 《捷克 ,1974)。 求 人 4BC pHi iE mT RARA AI e 
(2) (F BeF, 1982), EH, mE BAC, 则 对 AABO 中 任意 一 点 工 , 都 有 


mA MT), 


14.16 (中 国 ，1882)， 在 边 长 为 4 Hu AABO h, A D, E, F 分别 在 边 BC， 
[ #? ] 


CA, AB E, H AE= BF =OD =1， 连 接 AD, BE, CF, MR ARQS, KP #ARQS ph 
及 其 边 上 移动 ,P 到 AAPC HEZURRAK =, y, z. 

(1) 证 明 , 当 点 了 在 ARS 的 顶点 位 置 时 ,乘积 myz 有 极 小 值 ， 

(2) 求 上 述 乘 积 wy 的 极 小 值 。 


148] 


第 四 章 立体 几何 
$15 四 面体 | | 
( 见 第 一 部 分 ; 定义 10, 42, 2 # 6, 64, 84, 86—89, 91, 92) 


15.1 【保加利亚 ,TI966) 。 证 明 , 对 任意 一 个 四 面体 ,都 可 作 一 人 外 三 角形 ,使 得 它 的 边 长 
恰好 是 四 面体 某 个 顶点 引出 的 三 条 棱 长 ， 

15.2 《捷克 ,1967)。 证 明 ,如 果 四 面体 4BOD 的 楼 满足 

AB? +C D = AC2 + BD: = ATP + BO2, 
BIB IS Fl H 3 bay E St 8 = fE. 

15.3 (加拿大 ,1833)。 如 果 两 个 四 面体 的 四 个 面 的 面积 对 应 寞 等 , 则 它们 的 体积 也 一 
定 相 等 。 对 否 ? 

15.4 + 捷克, 1971)， 证 有 表 ， 存 在 一 个 四 面 林 ABCD, 它 的 记 有 的 面 都 是 彼此 相似 的 
ZAW. JELA, 吾 为 于 点 的 角 部 是 锐角 ， 试 确定 四 面体 的 楼 中 于 条 最 长 , 哪 条 最 短 。 当 
最 大 楼 长 为 1 时 , 求 最 小 檬 长 

15.5 《民主 德国 ,1974) 。 在 正四 面体 中 ,过 每 条 机 及 其 对 楼 的 中 点 作 六 个 平面 。 试 确 
定 这 些 平面 将 四 面体 分 成 儿 个 部 分 ?并 且 当 四 面体 体积 为 1 时 , 求 每 个 部 分 的 体积 。 

-15.6 〈 全 叙 ,1986) 。 设 四 面体 DABO 的 体积 等 于 FF 点 五. N 满足 
4K -0A, UL=B0, DM -AD, DN =0D, 
计算 LENM 的 体积 ， 

13.7 (që, 1976), WAH ABOD 5 A B'O D 的 位 置 是 这 样 的 EAA, 
BB’, CCO’, DD WEFT., WABO MABO 没有 公共 点 ， 且 顶点 如 和 D 分 别 在 平面 
ABO A ABC E, 证明 ;这 两 个 四 面体 的 体积 相等 ， 

15.8 (保加利亚 ，1968)。 在 四 面 林 万 BCD 内 部 有 一 点 0, 使 得 直线 A0, PO, CO, 
DO 与 四 商 体 的 面 BCD, AOD, ABD, ABO 分 别 交 于 4，Bi Or D, 四 点 , E 

AO _ BO 00 _ DO y 
40 BO OO DO 
SK F 的 所 有 可 能 的 值 ， 

15.9 (保加利亚 , 1866), 在 四 面体 4BCD 的 楼 AB, AG, AD 上， 对 每 个 mwE N. £$ 
B Kus Dns M,, MEB. AB =nAK,, AC Ent ALn, dD=n+24 夺 ,证明 ,所 有 的 平面 
K.L,.M, 共 线 。 


[43] 


15.10 (波兰 ,1942)。 WEW, HEHEA TE s£ SAA) Y E BJ W VIII BL hi 8128 8 #& 
ZT- ARDE HTI RIFE, KWAR- ARRARRAY, 

i5.11 (Oi ME, 1976), W-— 8 SME KA — 4 I Ma 2 t BJ RRA, E 
HERR FENE ARR, Op BL RE Bi ab y q Bi A H HAH 
都 分 的 体积 成 比例 ， 

15.12 【捷克 ,1963)、 证 明 , 如 果 四 面体 月 两 组 相互 重 直 的 对 楼 , 则 所 有 各 柜 的 中 点 位 
于 一 个 球面 上 。 

15.183 中国 ,1933)。 在 六 条 楼 长 分 别 为 2, 5, 3, 4, 5, 5 的 所 有 四 面体 中 ， RARE 
积 是 争 少 ? 证 明 浆 的 结论 ， 

15.14 (评委 会 ,希腊 ,1979)。 证明, 如果 楼 长 为 @ 的 正四 面体 内 接 于 楼 长 为 3 的 正四 
面体 ,使 得 它 的 每 个 顶点 恰好 在 后 者 的 一 个 面 上 , 贴 Sab, 

15.15 《民主 德国 ,1983) ， 在 四 面体 ABCD 中 ,楼 AD, BD LCD ENEA, 它们 的 
KHA a b, s, WHA, XF AABC 的 一 条 边 上 的 任意 一 点 型 ， 从 顶点 44， 上 B,C 到 直线 
DM 的 距离 之 和 捐 WE 
Ss Aa + b Ley, 
并 确定 等 式 何 时 成 立 。 f 

15.16 (苏联 ,1988)。 证明, 对 任意 四 面体 况 有 

ab 
| Siab’? 
其 中 a, b EARR Kor A ARRE. 

15.17 【南斯拉夫 :1973 WF- 2: 1980). ER, a AREE a MA 
点 观察 它 的 各 条 棱 时 的 视角 之 和 大 于 540°. 

15.18 《苏联 , 1982)， 在 四 面体 内 部 取 点 并 .证 明 , 点 并 对 四 面 怀 各 楼 张 角 的 余弦 必 


有 一 个 大 于 ~ Fe 
15.19 ( 保 埃 利 亚 ,1976)。 证 明 ， 空 间 中 一 点 到 楼 长 为 2 的 正四 面体 四 个 顶点 的 距离 


都 是 整数 的 必要 划 充 分 条 忻 是 ,该 点 是 这 个 四 面体 的 一 个 珊 点 ， 
15.20 《捷克 ,1973)。 证明, 对 任意 加 面体 竟 高 和 旁 切 球 的 半径 71, š =1, 2, 3, 4, 


有 . 
s 1 1 iy 1 1 ` 1 
URA) Yar trt n" 
15.21. 《波兰 ,1978)。 证 明 , 对 任意 四 面体 的 高 bis ha, ha, ha 与 各 对 校 间 的 距离 dis 
ze das 有 _ l 


Z tr + 1 + IF = er. 

15:22" 【评委 会 ,保加利亚 ,1981)。 说 一 RSMA ABCD i AB, BC, OD, DA 
四 条 楼 相 切 的 四 个 点 是 一 个 正 广 形 (9 了 局， EM. MAARE SIAC Wm, use: 
BD 464819. 

18.28" 《保加利亚 ， 1981). 设 平面 a, B, y, 6 SEIS ABCD ERREA T 
点 A, B, O, D. 证明, 如 果 平 面 0 与 8 的 交 线 与 直线 CD 共 面 , 则 ? 5 ó ARSA AB 
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共 面 。 

15.24 【〔 冬 令 营 ,中 国 ,1987)， 设 Ardsdida 是 一 个 四 面体 ，8i， So S3, Da 分 别 是 以 
Ars Aa, As, A, 为 球 心 的 球面 ， 它 们 两 两 相 切 ,如 果 存 在 一 个 点 0, 使 得 以 点 口 为 球 心 可 作 
一 个 半径 为 7 了 的 球 画 了 与 ,D2; Sa, É 帮 外 切 ， 还 可 和 作 一 个 半径 为 旦 的 球面 侈 与 加 面体 
的 各 楼 都 扯 切 ,证 明 , 四 面体 媳 4s4s44 是 正四 面体 ， 

15.25 【冬令 萌 , 中国 ,1I988)。 给 定 三 个 四 面体 ABO D, i=l, 2,3, PBA Bi Cis 
D, 作 平面 a, Bo Yo 250454 AB ACi, A.D. EH, = 二 2 3。 设 九 个 平面 ab Bis 
7o $ =1,2, 33828 8 E, B= 5 A, As A 在 同一 直线 了 上 。 求 这 三 个 四 错 体 揭 外 接 
球面 的 交集 (形状 怎 粹 ?位 置 如 何 ?) 


§16 多 面体 .球面 和 其 他 集合 
《 见 第 一 部 分 ,定义 11,16 Z w 2,10,85, 87, 88, 89) 


16.1 (捷克 ,1979)。 有 一 立方 体 ， 中 心 和 边 长 为 4<5<8 的 长 方 栖 的 对 称 中 心 重合 
诸 界 画 与 长 方 体 各 界面 平行 。 求 立方 体 的 边 长 ， 使 得 它 与 长 方 林 的 并 的 体积 减 去 它 与 长 方 
停 之 交 的 体积 的 差 最 小 ， 

16.2 (苏联 莫斯科 ,1962)。 应 当 人 怎样 放置 长 方 体 , 才 能 使 得 它 在 水 平面 的 投影 面积 最 
< 

16.3 (民主 德国 ,1983)。 EH, TARA o 的 立方 体内 部 可 以 作 两 个 棱 长 为 E tN 
面体 ;使 得 它们 没有 公共 点 。 

16.4 【中 国 ，1983) 。 一 个 六 面体 的 各 个 面 和 一 个 正八 面体 的 各 个 面 都 是 边 长 为 & 的 


正三 角形 , 这 样 两 个 多 面体 的 内 切 球 的 半径 之 比 是 一 个 肠 约 分 数 一 。 求 乘积 M 


16.5 《高 斯 位 夫 ,1978)。 空 间 中 有 5 个 点 ， 其 中 任意 四 点 不 共 面 。 证 明 , 过 其 中 两 点 
的 直线 中 , 必 有 一 直线 使 得 它 与 其 他 三 点 央 定 的 平面 相交 , 且 交 点 在 这 三 点 构成 的 三 角形 内 
部 。 

16.6 《匈牙利 ,1980)。 设 空间 被 从 为 5 个 不 交 的 非 空 集合 ， 证 明 ， 一 定 有 一 个 平面 ， 
它 圣 少 与 其 中 的 四 个 集合 有 公共 点 。 

16.7 《评委 会 ,苏联 ,1983)。 证 明 , 将 空间 任意 划分 为 三 个 集合 ; 其 中 必 有 一 个 集合 ， 
使 得 对 每 个 4>0, S S 4 W A, (TB PEB 28 a, 

1.8 {罗马尼亚 ,1980)， 证明， 对 任意 的 回 量 as az as, 有 


Vl (eg) + eo, + Ega)? = s$ at, 


其 中 左边 的 和 起 是 对 所 有 8 个 不 同 的 3 数组 81, eo, Es 求 和 ,而 51y €s e € {-1, 1). $4 
WI MIES n€ N AE a a,, ey G, 的 情形 。 

16.9 (捷克 ,1962)。 从 长 为 4 KRE AB WWW ASA S 5|— 3 P 4B 的 真 线 ,在 
其 上 分 别 取 点 忆 和 卫 ， 灵 视 AB 的 中 点 口 到 过 口 并 全 直 于 线段 CD 的 平面 与 UD 的 交点 之 
闻 的 虑 离 为 *， 证 明 , 线 段 OD 的 长 由 4 和 7? 所 决定 、 并 确定 点 CC 的 几何 位 置 。 

16.10 (保加利亚 ，1982) 。 半 径 为 了 的 球面 s 经 过 半径 为 吕 的 球面 六 的 球 心 ， 证 明 ， 
MERES HRAB 与 球面 5 相 切 于 点 C, 则 — 

AC? + BC 2R TI 
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16.11 (¥Ħ,1982). RERH Ta n 的 两 个 不 相 重 合 的 球面 都 在 半径 为 吾 的 球面 及 
HRH SA HIRIA A, B, CO。 此 外 ,过 点 和 4 且 垂直 于 平面 ABO 的 直线 过 球面 8 的 中 
d, WEB], r +7 =R, | 

16.12 【〈 中 国 上 海 ，1985)。 设 正四 楼 锥 己 的 底面 是 边 长 为 3 的 正方 形 ， 高 是 天 。 平 面 
让 平行 于 正方 形 的 一 条 对 和 角 线 ， 和 与 正四 棱锥 着 的 底面 交角 为 w。 WEWREP ERES F 
Biz E. Ha 为 何 值 时 ;所 得 的 图 形 面积 最 大 ,最 大 值 是 多 少 ? 

16.13 (3E1958), 44A SAV 表示 一 个 正 w 校 锥 的 表面 积 与 体积 。 

D 对 给 定 的 与 访 , RV RIS AAI, 

(2) 4 n=4, 8 =144, V = 64 时 , 求 底 边 的 长 与 楼 锥 的 高 。 

16.14 《保加利亚 ,1982)， 证明, 对 尾 意 大 于 1 的 n€ N, 在 所 有 其 底面 外 接 圆 半径 为 
RE m E Aed An 中 ,只 有 当 

A144 = 2R 005 180 


HAR AA 与 平面 AAA: 所 成 的 角 最 大 ， 
16.15 (#FF1978), EH, 如 果 在 一 个 催 楼 相等 的 棱 难 中 ,任意 相 邻 的 侧面 构成 的 
二 面 角 相 等 ,并 且 底 面 是 边 数 为 奇数 的 多 边 形 , 则 这 个 澳 边 形 是 正光 边 形 。 
16.16 (保加利亚 ，1984)。 设 楼 锥 480D 的 底面 480D 是 平行 四 边 形 。 平 面 & 与 
HR AD, SA 和 80 分 别 实 于 点 P, Q, R, 使 得 | . 
AP _ SQ ` BO | 
AD SA 8C? 
并 且 这 三 个 点 要 么 同时 分 属于 线段 PD，Q@4 和 SR， 变 么 同时 不 属于 这 些 线段 。 点 蚤 是 
ODEPA AMEER SB L, 使 得 直线 MN 平行 于 平面 a。 证 明 ， 对 所 有 满足 条 件 的 平 


me, RAKI AK V SB HRBL. 


16.17 (保加利亚 ,1977)。 设 楼 台 的 四 个 底面 面积 为 S, 与 S;, WEERA S. E, in 

果 某 个 平行 于 席 面 的 平面 将 楼 台 分 为 两 个 械 台 ,使 得 每 个 楼 全 都 可 内 切 一 个 球面 ; 则 
S= (VS, +N ED (VS, + VS, 

18.18 《英国 ,1968)。 在 一 个 举 径 为 1 的 球面 上 有 若干 个 点 ， 其 中 任意 两 点 间 的 距离 
GQ) 不 小 于 V2 ，(2) KEVI. 求 这 些 点 的 最 大 个 数 ， 

16.19 〈 捷 克 ，1970)。 求 所 有 大 于 工 的 mnE 丰 与 上 >0， 使 得 在 半径 为 工 的 球面 上 可 
tl n +1 个 不 相交 的 、 半 径 为 ya 的 圆周 Cos Ois s Cas FEHER š = 1, 2, …, n, N 
JM O, 5NA Ca É Oiri 都 相 切 ， 其 中 Onl =Ü, | : 

16.20 (美国 ,1879)。 在 球面 上 有 三 个 过 点 和 万 的 大 图 。 在 这 些 大 加 上 分 别 取 B, C, D 
三 点 ,使 得 <40B=90”, 且 直 线 0B 是 LOOD 的 平分 线 。 证明, 如 果 射 线 AB, AC, AD 
3913538582 Ua EG AB, ACO. AD WA MRR AB R ZO AD KFAR. 

16.21 【〈 评 委 会 ,苏联 ，1982)， 在 一 个 直 圆 柱 体 的 确 图 周 上 取 对 径 点 4 与 了 ， 在 另 一 
说 图 周 上 取 一 点 C, 使 得 G 不 在 平面 ABO L, Hha O 是 图 往 体 的 轴 的 中 点 。 证 表 ， 以 O 
为 顶点 ,D4， OB, O0 为 楼 的 三 面 角 中 , 诸 二 面 角 之 和 为 360"。 

16.22 《〈 美 国 ，1981) 。 设 一 个 凸 多 面 角 的 各 平面 角 之 各 等 于 它 的 各 二 面 角 之 和 。 证 
H, 这 个 多 面 角 是 三 面 角 。 1 
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16.23 (评委 会 ,比利时 ,1979)。 能 否 把 空间 划分 为 1979 个 相等 且 不 交 的 子 集合 ? 

16.24 《英国 ,T970) 。 求 最 少 的 平面 个 数 ,使 得 它们 能 将 一 个 立方 体 划分 为 300 份 ， 

16.25 (苏联 ,4987)。 有 一 凸 多 面体 ,每 个 面 都 是 三 角 形 。 证 明 , 可 以 用 红 蓝 二 色 给 它 
的 楼 染色 ,每 条 寥 染 一 种 颜色 ,使 得 从 它 的 任意 一 顶点 独 达 另 一 顶点 时 ， 既 可 滞 仅 由 红色 楼 
组 成 的 路 线 走 ,也 可 沿 仅 由 蓝 色 楼 组 成 的 路 线 走 ， 

18.26%* (罗马尼亚,1978)， 在 交 线 为 了 的 两 个 平面 a 与 a ARZINA A, B, C 5 
A’, P?, C, PH a Hifl i jEr. 证 明 , 如 果 a' 在 某 个 位 置 时 44'，BB',， CO 三 线 共 点 。 
M) a 在 任意 位 置 时 它们 也 共 点 , 求 这 些 交点 前 几何 位 置 . 

16.27* 《捷克 ,1973) . 考 虚 空间 中 绕 不 同 的 轴 的 旋转 ,它们 把 立方 体 ABCODA' BC Dr 
HERA AEA 卫 ， 求 在 这 些 旋转 中 , 立方体 表面 上 能 成 为 顶点 的 像 的 点 的 几何 位 置 。 

16.28” (匈牙利 ,1982)、。 在 具有 直角 华 标 系 的 空间 中 有 一 个 立方 体 , 它 有 四 个 不 共 面 
的 顶点 , 共 坐 标 都 是 整数 ， 证 明 , 这 个 立 万 体 的 每 个 顶点 的 坐标 都 是 整数 ， 

16.28” 《评委 会 ,南斯拉夫 ,1879) 证明, 如 困 长 方 体 可 以 划分 为 一 些小 长 方 休 ,使 得 
其 中 每 一 个 都 有 一 条 长 为 整数 值 的 楼 , 则 原 长 方 体 也 一 定 有 一 条 楼 ,其 长 是 整数 
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第 五 章 分 # 


$ 数 J . 
(R £ — 3, E 2 2, 12, 14, 15, 18, 19; 定 理 1, 2, 10, 16, 18, 21) 


17.1 :南斯拉夫 ,197 的 。 求 和 


q taz + + Agg 





其 中 
1 


Hn 一 一 一 一 一 ”一 


17.2. (Ey 1972), EH, FERAH B, 使 得 对 每 个 mE N. 有 
G + Go + +i = À tgn + En, 
其 中 
G, = tp k-tg(k-1), 
17.3 《美国 纽约 ,1974)。 设 





lima, 


a/an 其 中 mE 三 ,试问 这 个 数列 是 否 有 极限 属于 区 间 (0,， 1)? 
17.5 《美国 ,1980 南斯拉夫 , 1881)。 对 给 定 的 自然 数 % 宇 3, 求 从 % 个 不 同 的 数 中 取 
出 三 个 数 构成 的 递 半 算术 级 数 的 最 大 数目 。 
17.6 《南斯拉夫 ,1981)， 有 一 数列 ， 其 前 四 项 依次 为 二 9 8, 1， 而 其 他 的 项 都 是 它 
前 面 四 项 之 和 的 个 位 数 ， 试问 , 在 该 数列 中 能 和 否 依次 连续 出 现 数 1，2，3，4? 
1 了. 了 (SH qk 22 1980), IE3e3rp|a <a, <a < 88 a =1, B 5 w€ N Bf 
Ani < n, 
证 有明, 对 每 个 nE 六 ,在 数列 {aw} 中 总 有 两 个 项 办 和 a,, 使 得 
G, G =R, 
17.3 (波兰 ,1979)。 给 定数 A>1 q B>1 RHK, 4 中 的 数组 成 的 数列 {9} 
T 541 


机 


— 


c 1 


(€ N), EW, FERREL 4] 中 的 数组 成 的 数列 人 2%} ,使 得 对 尾音 %,mnE 太 ,都 有 
Um p Ih 
G © ba 


17.9 (FFA, E182). ERA a 与 他,} 的 每 个 项 都 是 自然 数 ; 证 明 , 存在 一 对 
Ti p<ç, 使 得 a, <a, 55 b,=<b,. 
17.10 《中 国 北京 ,1964)。 设 正 数列 Gi Gr, y An ME Kaa a, Ü 其 中 %E FN, 
WER, HENEN, A 
g, < =， 


17.11 (国际 数学 竞赛 ,芬兰 ,1980)、 用 下 述 方 式 给 定数 列 Gos Gi, an: 


m1 
7a? 


(u = Fn-1 +t (k =1, n), 
证 明 
1- l caci, 
f 


17.12 《中 国 ,I989) Pra =l, a,=2, HH a|] €6 N FF, 
gs = Wa ~an H anan 为 偶数 时 ， 
Cai 一 人 ny 当 n'an 为 奇数 时 ， 
EH Ane N, WA aD, 
17.13 (mü 082 1980). 7 (tar 满足 | Seim 3. am] El, HH m, kEN, 
WH, HEA D, qE N, 有 


17.14 GRAPP 1972). W ORL Z| SEE akar RAER ME 60 JÉ 
式 ,再 按 递增 项 序 排 成 一 列 。 设 My 是 甚 中 任意 两 个 相 邻 的 既 约 分 数 ,证 明 


lo~ ad] =1, 
17.15 《波兰 ,1978)。 对 给 定 的 ciE 五 ,用 下 述 方式 定 浆 数列 ai a, … Wae N, 


1 
Lii saron 
0, W q =O 时 ， 
证 明 , 这 个 数列 中 有 无 限 多 个 非 正 项 。 | 
17.16 【英国 ,1980)。 求 所 有 的 aÍ € R, 使 得 由 
a a =Z- Ban nE Z* 
所 确定 的 数列 a, ai，… 基 递增 的 ， 
17.17 (奥地利 ,1972; 保 加 利 亚 ,1973)。 证 明 ; 出 条 性 


z 2 ? 

aitas + a thy ta 

dia a € Z, TLT € Z, a Í| 8-8 
(hh (a 


所 确定 的 非 零 数列 qi，qz，… 全 由 整数 组 成 ,其 中 心 是 某 个 数 。 
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17.18 (EY 1963), WEHA, 数列 
a -Cty 85"- -VI 
， 17S 
的 每 一 项 都 是 整数 , 其 中 n€ Z. FREIE a t 3 ERR ac Z, 
17.19 (捷克 ,1978)。 证明, 数列 
_/B+rvVBY 713- 5 
5 人 


的 每 一 项 都 是 自然 数 ， 其 中 mE N. 并 且 当 为 偶数 或 奇数 时 分 别 有 形 式 mè s m°, Hp 
m € N. 

17.20 (苏联 ,1987)。 求 所 有 的 a, 使 得 数列 

co8 æ, COF 2a, cos da, cos ĝa, eee 

的 每 个 项 都 是 负数 。 

17 .21” (评委 会 ,英国 ,1982)。 数 列 a, ai, WS E 

ot =1, a =l, z, a =2a,+ (G— Í) tais 

其 中 mnE N, Ba€ N ESA. W po>2 是 给 定 的 素数 ， 求 满足 下 述 两 个 条 件 的 4 的 最 小 
值 ， 

(O WE p ERBO H p< pa W a, 被 整除， 

(2) 奶 果 ?是 素数 , 且 史 > po W a PE p ER. 

17 .22* 《英国 ,1978) 。 证 明 , WAER] t, a, … 满 足 

三 =l, a, >1, digr Tl = Gaas 

#Erha€ XN. | 

17.23* 【捷克 ,1970) 。 对 给 定 的 素数 p, 求 满足 


-加 + 本 +r pP =}, nE N 
ti Tt Gn Gayi 


HT RK A 8 3k ak 3 Gg, Sis RTA, 
17.24* (英国 ,1988)。 证 朋 , 对 由 递 推 关系 式 
G == l, Gry = any +G | n€ N 
ERGERE] ar, ax, …, 存在 唯一 的 三 数组 a, b, e€ N, 使 得 0< 4, c<a 并且 
对 任意 mnE N, anbe 3k a Ek, 


$18 极 值 
( 见 第 一 部 分 EL 9, 15, 16 定理 10， 12, 14, 36) 


18.1 (民主 德国 ,1973)。 求 所 有 正 数 数 对 (x, yA 
r eL 


— 


. a 
| f (z, s y a 
Ele, y) Abis] 8, tok x 4-5 J 8. 
18.2 【〈 评 委 会 ,瑞典 ,I979) 。 求 乘积 oyru 在 条 件 z, y, z, u0 与 
Dw + wy +z + zu = 1 


下 的 最 大 值 。 
18.3 (民主 德国 ,1973! 捷克 ,1980) 对 给 定 的 数组 U RLL dan, EREM z€ 
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R, 使 得 西数 
Ff (a) =$ |e- 


取 到 最 小 值 ? 如 果 存 在 , 则 求 出 所有 这 样 的 点 ,并 求 函 数 F(e) 的 最 小 值 。 
18.4 (评委 会 ,民主 德国 ,1979)。 设 m2, KRR meret, 在 条 件 


1 . 
i i=1, 2, +, ñ" 


与 
gi +i +e +Q = 1 
下 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 
18.5 【评委 会 ,瑞典 ,1979) 。 对 给 定 的 正 整数 wz>2 和 实数 <>0, + 
> Ltl 


竹 条 性 >0(% =l, e, n) 5 
fi +E + +m. =a 
下 的 最 大 值 ， 
18.6 (FAJE, 1979), PEER a, <a eLan, bj, Drs s 加 是 它 的 一 个 排列 ， 
求 使 乘积 


Ha +) 
KEKERE] bis bzs sta Das 
18.7 (Œ, 1963), HET AEN, EA kR H 3 SON z j y 2 U, WARR y 


Jael Kë, 
18.8 【《 捷 殉 ,1989)。 对 给 定 的 数 mE N 5 ac [0, n], R 
Ssin 2e 
在 条 件 | 
> sint m, =a 
FKHREKE., 


18.9 (WHAK, 1974). HEEREN, RAS n by B 232 REKRAI. 
18.10" (0,1981). "4 m, nE N 时 , 求 |112”- 5" pE, 
18.11 (3KEE,1988)., iF z, y, zE% H l 


m` + Hl, 
求 - 
Ñ = mg + y +Z 
z = y 
RRE. 
18.12 (苏联 ,1888)。 设 4 与 为 非 负 的 数 ,4 与 6 WERE b+ce>a+d, R 
f à e 


Id © a+b 
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Oo 一 -一 本 


的 最 小 值 
18.13 〈 中 国 ,1983) ， 函数 
F(x) = |co0s z +2 sin z cosg- sinte + Az + B 


TE 


ar 
0=xz= = 


上 的 最 大 值 省 与 参数 A, BERRA A, B RC AFASINLMINELTEEB IK 53, 


8 19 ”函数 的 各 种 性 质 
( 见 第 一 部 分 ,定义 2,3, 6, z 27, 28, 30, 33, 34) 
19.1 《民主 德国 ,1983) 。 对 给 定 的 两 个 正 数 m, m 以 及 由 公式 
J (m) = az + bm: + c, 
HEP a, b, c€ R, a=0, AERAR f, RR, 已 知 了 (0) = f (@.) = 工 与 产 (os) =0， 求 系 
数 a, b, ¿, 
19.2 (罗马 尼 亚 ,1981)。 是 否 存在 函数 f, B- 玉 ,使 得 对 所 有 的 ERRA 


je) - (fj(o))2> T, 


并 且 对 不 同 的 &%E 五 ,函数 信 了 (他 也 不 相同 ? | 
19.8 匈牙利 ;1979; 评 委 会 ,美国 ,1979)。 证 明 ， 加 果 对 所 有 e, y€ R, RA f, BR 一 
RWE 
| Fase, fe +a) < 7 (e) + f (u). 

MJ f J(e) =s, z€ R. - 

19.4 (FE, 1983), H$ f(z) 定 义 在 [0, 1] E, B f(0) = 了 C1)。 如 果 对 不 同 的 is 
mE [0, 11384 . 

| Z (822) — f (24) | < lg,- e>], 

证 明 ， | 


| (02) - f) <. 
19.6 (民主 德国 ,1972). 给 定 函 数 
0, e= thr, ED tis 
fJ@)=) 1 | 
Fite’ 对 其 余 的 % 值 . 


证 明 , ARH a€ Q BI, AA g) = f (z) + f (az) HPS 3, 
19.6 【〈 加 拿 大 ,1981)。 设 连续 函数 f (e) 与 g(e) 38 
FENDS e), s€ B, 
EH, 如 果 方 程 f(%) =9( 呈 没有 实数 解 ， 则 方程 f (7 (e) = g(g(z))1, Yr LAR, 
18.7 (3KRK.,1987), MA = (由 定义 在 整个 实数 辆 .上 ， 它 的 图 象 在 芒 绕 盘 标 原点 旋 


转角 + 之 后 不 变 ， 
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d) 证 明 , 方 程 f(z) == 怡 有 一 个 解 ， 
(2) 试 举 出 一 个 具有 上 述 性 质 的 函数 例子 。 
19.8 【罗马尼亚 ,1981)。 设 f,[0, +eo)—[0, +o) PER Bn 3k, EBI 
( mR limf (fæ) =+, W lim f(e) = +, 
(2) 对 函数 Y. (0, +0) (0, +0), 命题 (1 不成立， 
19.9 (Waj IE,1979), 证明 ,不 存在 连续 函数 f, RR 使 得 当 且 仅 当 对 使 了 (s+1) 
ALUAN LER, f (G) E 5 Ba 38. 
19.10 【美国 纽约 ,1979) 。 有 证 否 存 在 不 等 于 常数 的 函数 f, 六 一 站， 使 得 对 所 有 s, v € 
T 都 有 
æ- fGD)°< je- y]? | 
19.11 《美国 纽约 ,1976)。 设 连续 函数 f: [0, 1 一 [0, 1] ÆRE (0, D 中 可 徽 ， 且 
f(0O) =0, f) =1, 证 明 , 存 在 ca， b€ (0, 1), ab, 使 得 
FaF =l, 
19.12* (AFE, 1982), 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 ac (0, 1), MWE f(z) 是 定义 在 
[0, 1] EE. f (0) = 人) 的 任意 一 个 连续 函数 , 则 存在 wE [0; 1- dEi 
fro) = fth. 
19.13* (罗马尼亚,1978)， 设 函数 f, R— R 定义 如 下 ， 如果 # 为 无 理 数 ， 则 f(z) = 


0; 如 果 p€ Z, q€ Z, Baai 基 既 约 的 , 则 


证 明 , 这 个 函数 在 每 个 点 z= MVM 处 可 微 ,其 中 是 自然 数 但 不 是 整数 的 平方 。 
19.14* GEZA, 波兰 ，1976)。 设 = (0, 1], 对 给 定 的 aE (0, D), ELEN SI 
一 如下， 
z+(I-a), 当 0<wea 时 ， 
yG) -| 
z— a, 当 gceall Bf. 
证 明 , 对 任意 区 间 JC I, 存在 nE N, 使 得 交集 fn(J) NN 了 EZ, 
19.15* (评委 会 ， 瑞 士 ，1977) 。 对 给 定 的 递增 函数 f. B-E, ELEA g(z, y) N 
+, . 
gl, y) = FEDE, s€ R, y>0, 
BH z =0 时 对 所 有 >0 534 z=0 时 对 所 有 YS (0, |%|] 都 有 
| 2-1 < g(z, $) <2, 
证 明 , 对白 有 2E R, y>0, 有 
14-t< g(m, y cld, 


$20 K A Jy # 
(W S — 389, Z X 5, 6, 18, 20; Z2 1, 3, T, 16, 27, 28) 


20.1 ‘美国 纽约 ,1978) 。 函数 f, R-=B WE 
| 59 | 


re 


fep= t G. z, YE R, m+ =-0, 


EEFE z€ R, 使 得 f (e) =0? 
20.2 (保加利亚 ,1968) 。 求 所 有 满足 
rf (u) +f (z) = (a +) f @) f (9), z, g€ BR 
的 函数 f: >R, 
20.3 (WE, 1984), RAWE 
sin z +cos y= f (z) +F) +g) — g (8), z, YER 
oit f (z) 18 g(@) (GG B), 
20.4 (F22, WEF, 1988). EJO Fig XU fEBr S EES EHEAR IERS isj A 
E. 对 所 有 正 整 数 m, n, 有 
f (J @) + 7 (n) ) =m +n, 
求 f 19339) 的 所 有 可 能 值 。 
20.5 【评委 会 ,民主 德国 ,1982) ， 设 型 是 满足 fO #0 与 
Fff m +m) fam), n, m € Z 
的 函数 ;2 一 2 之 集合 , 试 求 


GD 满足 fO) = 的 所 有 函 教 f (o) € M, 


(2) 满足 7 =w 3 的 所 有 函数 OEM, 
20.6 (奥地利 一 波兰 ,1979),。 求 所 有 满足 
Jf m +m) + f n — m= En), n, mE Z*, nam 
的 通 数 f, ZR, 
20.7 《美国 纽约 ,1976) ， 函 数 了 9: 召 忆 不 是 常数 并 且 满 足 
fw +) == f (2) gG) +g(m) f (8), 


ger =g — f (G) f GD), 
y (0) 5; gO RJ B48 aE. 
20.8 (国际 数学 竞赛 , 上 户 森 任 ,1980) 。 求 所 有 满足 JO =2 5 
f= a) f @) — f + +1, z, yE 


z, yC HR. 


HAR f, Q Q. 
20.9 (南斯拉夫 ,1983) 。 设 ac Z, 函数 f, ZRNE 
n- 10, 当 n >100 í$, 
fO) -ig @m+1)), 当 mss100 时 。 


证 明 ,对 任意 n<100, 都 有 f (m) =A. 
20.10 (2kEK,1988), (1) BEA ONKA 2>0 有 定义 ; 且 满 足下 面条 件 ， 
D KHA Fo 在 (0,，co) 上 严格 递增 ; 
© 对 所 有 “>0, HF 


J (2) > -= 
© 对 所 有 *>>0, 均 有 
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FF( fe) +1)=1, 
REME f(T). 
(2) 给 出 一 个 满足 GD) 中 三 个 条 件 的 函数 。 
20.11 (罗马 尼 亚 ,1979) 。 函 数 f, g, h NN WE FEA SB, 
GD 对 不 同 的 aC N, h(n) 取 不 同 的 值 ， 
(2) AA go KERE N, 
(8) F=g a-ha) +1, n€ N, 
证 明 , f (m) =1, n€ N, 
20.12 《罗马 尼 亚 ,1978) 。 证 明 ,存在 函数 JNN 使 得 
F=, n€ N. 
20.13 (FEET, 1978), 考虑 非常 量 函 数 fO, m), 它 定义 在 所 有 整数 对 的 集合 
上 ,取信 为 整数 且 满 足 


fm, m=z @-1, m) + f @ +1, m) 


+ f m, m — 1) + f m, m +1)) , n, mE Z, 
证 明 , (人 这样 的 函数 在 在; 
(2) 对 每 个 hE ,任意 一 个 这 样 的 函数 既 取 大 于 点 的 值 , 也 取 小 于 志 指 值 。 
20.14 〔 躯 地利 -波兰 ，lf978)。 设 人 是 所 有 整数 对 的 集合 的 子 集 ， 如 果 画 数 f 8—8 
可 道 并 且 对 任意 (%, m) € 8, 
fa, m) € {m1, m), (n+1, m), (n, m—1), (n, m+1)}, 
则 函数 fO, m) 称 为 万 有 的 。 证 明 ， 如 果 至 少 穿 在 一 个 万 有 前 数 ， 则 存在 万 有 函数 f (n, 
m), 它 满足 恒等式 * 
f (Z (m, m)) = @, m), @, m) € Š, 
20.15” 【美国 ,1982)。 设 范 数 
f. (z, y) = aty" tii CE +y)" , kE Z, k=0, 


求 所 有 非 零 的 整数 对 (m, n), W man, m+n, 并 且 
fm lt Y) f. (2, g) Z fa. (z, DW, 
其 中 中 yE R, zy(% +) 0. 
提示 ， 数 对 m=2, n=3 H m=2, n=5 满足 所 说 的 条 件 ， 
20.16* (评委 会 ,波兰 ,1977)。 证 明 , HAA f z, 肋 定 义 在 所 有 有 理 数 对 的 集合 上 ， 
RREH EWE FHR = 个 恒等式 ， 
fey, 2) =f(z, 为 J, Jf G, mp) = f (z, 2) f (2, Y); 
firs 1-z)=1, x v.z€ Q. 
则 
f(z, z) =1, f@, —z) =1, f (e, yT, s=, z, yE Q. 
20.17* (评委 会 ,南斯拉夫 ,1979)。 证 明 ,如 果 函 数 7 R R AETAT ERAP 
的 一 个 , 山 必 泣 足 另 一 个 : 
JG +) = f (z) + f @), z, YER, 
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f (zg+ z +P) = f Gs) + f (2) + f (g), 2, YE RB. 
20.18 (奥地利 ,1976) 。 求 所 有 满足 
Fr ErFY) +yf E), s, y>i 
的 连续 函数 f, d, +0) =R, 
20.19* (PHÆE,1982), (1) WH, MRE J R— R 88 85 
FGG, z& R, 
则 对 任意 z€ R 384 | 
fœ = z, 
(2) 举 出 满足 条 件 (e) z S g(g(g(2))) =>, z€ R fW R Aag B-RA 
+T. 
20.20* (评委 会 ,法 国 ,1979)。 求 所 有 满足 
fi + f (z) 2 n€ R 
HJ 38 JW u) X P 35 了 R—= R. 
20.21” (美国 纽约 ,1977)。 求 所 有 满足 


(etu) HO Ao , z, yE R, LY 


By k KR.. 
20.22 (W FIR 1977), RITAR E 
fz +) = f (z) + f @) +y, z, YER 
的 任意 次 可 微 的 函数 f R-+R, 
20.23 (英国 ,1969) , 证 明 ， 如 果 不 民 为 零 的 函数 fB — R 满足 
| FTES G+, z, YER, 。 
并 且 在 点 &%&=0 处 可 徽 , 财 它 在 每 个 点 &E 吾 处 都 任意 次 可 微 ， 
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第 六 章 多 T = 


21 2 YH #V BJ 3 
( 见 菜 一 部 分 ,定义 18, 20, 22—24, 98, 28—30, 32, 
定理 2, 6, 28, 35, 38, 40, 41, 45—51, 53, 55—57, 59—61, 63) 


21.1 (RIMANE, 1980). EH, 多 项 式 
N 1 
T +per- —. , p€ R, p =s Ü 
P Jp? P P 


的 根 wy, zs 满足 
titr Ž, 
21.2 (你 吉利 亚 ,1T861)。 求 所 有 的 实数 对 p，9，, 使 得 多 项 式 只 +pz +q 具有 4 个 组 
成 算术 级 数 的 实 根 。 
21.3 (英国 ,1967)。 证明 ， WEREMA o +pr+i Hiya M 8, MEMA + ga + 
1 BJ AE 33 ys 9, MA ` 
(a—?)(8— y) (a++ = 2° — p°, 
21.4 《民主 德国 , 1970). 证明 ,对 任意 非 零 的 a, B, SHA 
| aw? -ar + Bz + B 
的 根 Eis Zos @s 98 RE 


(Z, + m; + 3) (2 + =+ >) = — 


21.5 (奥地利 ,1983)，。 求 所 有 的 值 4, 使 得 多 项 式 
z3— 622 + 0 + & 
的 根 mi, ma, ms 满足 
(m= 2)3 + (mz, — 9)3 + (zs — 3)3 = O, 
21.6 (评委 会 , 加拿大 ;1932)。 设 多 项 式 
P(e) =g tar+brtc, G, b, e€ Z 
B9-— 8 8 F 2k E R 2 RR EH, 2P ( — 138 
P(1 +P(—(-— ly -2( + P0(0) 

整除 ， 

21.7 《评委 会 ,土耳其 ,1985) 。 求 所 有 以 有 理 数 a b. c 为 根 的 三 次 多 项 式 

f Æ 十 + be + e, | 


[ 6#] 


TT A rh Pb ee Tm -a =. = 


21.6 (351977), RaM b Edy t zt +a 1 的 四 个 根 中 的 两 个 根 ， 证 明 42 是 
密 项 式 zt totte- atl 的 根 ， 

21.9 【南斯拉夫 ，1981) 。 设 @ db, cE Z, a>0, HEMA ar + Vz+c 在 区 间 (0, 1) 
中 有 雄 个 不 同 的 根 ， 证 明 ，a 字 5。 再 对 a=5 给 出 一 组 8, c, 使 so + bz 6 满足 前 面 的 条 
t. 

21.10 (Hri, 1967), a,b,c 是 多 项 式 zt — ar- bm +c 四 个 根 中 的 三 个 根 , 求 所 有 
这 样 的 三 个 数 s,b, 5。 

21.11 {捷克 ，1954)。 证 明 ，、 复 数 8 和 5 满足 = 2b==0 W EI Wy s +am Ll 
BR Sp FS F-— RNE B 8 = Ji BBW Tñ A BRAZA JÉ BJ EL fü Tš a E BATARA, 

21.12 (冬令 营 , 中 国 ,1987)。 EH, SERPO =w*'' x" 开具 有 模 为 1 的 复 报 的 
必要 且 充 分 条 人 性 是 ,n+2 被 6 整除 ， 

21.18 《匈牙利 ,1988) ， 设 多 项 式 

P(g) = x" +a! + ... +a, g + 1 

有 个 实 根 , 并 且 系 数 ai, ay, es dna 都 是 非 负 的 。 证 明 P OQ) 23", 

21.14 《中 国 上 海 ，1956)。 设 P(m) = ag t+ an 1 了 +… 了 + 四 是 整 系数 多 项 式 ， 并 且 
存在 奇数 上 与 偶数 六 使 得 P( 人 与 三 ( 门 都 是 奇数 , 证明, 二 (四 没有 整数 根 。 

21.15 《保加利亚 ,1984) 。 设 多 项 式 

CH- aw"! t ege? +... On m — n ba + b 

愉 有 个 正 根 。 证 明 , 它 所 有 的 根部 相等 。 

21.16 《保加利亚 ,1983)。 包 项 式 

-e-i 和 mG +amtb, a, b€ Q 

能 否 有 公共 的 复 根 ? 

21.17 《新加坡 ,1978) 。 设 了 (的 是 某 个 呈 次 密 项 式 , 数 4< 呈 满足 

P(a) <0, — P' (a) <0, Pr(a) 0, (— 1' Pi) (a) <0, 
P(b) >0, P'(b)>0, P” (b)z=0, e, PUOIS, 

证 明 , 多 项 式 P(w) 所 有 实 根 部 在 区 间 (4, 5) J, 

21.18 (民主 德国 ,1970)。 证 明 ; 对 任意 %E Zt, 多项式 


m zn 
P.G@)=l1+e+_ to + 


至 多 有 一 个 实 根 。 
21.19" (FE: 3858, 1971). WWB, WM n 次 实 系数 多 项 式 Po 没有 实 根 ， 风 对 任意 
aE R, 多 项 式 
Q (z) = P (m) +a” (z) + +anP tn) (m) 
也 没 有 实 根 。 
21.20* (波兰 ,1979)。 EH, MELTA PORRA >l, 并 且 有 个 不 同 的 实 可 
Bis Loy ° Bas W 


1 lt 
Pn) PG) Pe) 


21.21* 《美国 纽约 ,1975)。 设 了 (®) 是 实 系数 多 项 式 ， 它 的 所 有 的 根 都 是 纯 赐 数 。 证 
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0. 


H, EAA P (G) B) Br f By RER f — 4-2 pA a h SË H 88. 
21.22" (B m JEW, 1978), EH dE 20) 238 m P $i Q Wii F] CE Sr ab H |8)) 
的 必要 且 充 分 条 件 为 ， 函 数 7(s) = |P(a)|- 1!1Q@(z)， 在 所 有 非 零 的 2EQ 处 的 值 的 符号 相 
m 
21.23 《中 国 北京 ;1963) WEI, 如 果 ód + ca 是 奇数 , 则 整 系数 多 项 式 
P (z) =g’ + bz” + em + d 


不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 。 


Y22 多 项 式 的 整除 性 和 相等 
( 见 第 一 部 分 ,定义 11, 22, 98, 定理 9 4, 24, 35~47, 49—B5, 57, 58, 63) 

22.1 《美国 纽约 , 1973; 比利时 ,1981)， 证 明 , 对 尾 意 mw%E Zt, DERD yae 
HEMAT + + 1 整除 ， 

22.2 《罗马 尼 亚 ,1962) 。 证 明 , 对 任意 n€ N, aE R, 3 EL ns1, sin a 二 0, SHA 

P (a) =g" sin e — z sin na + sin (n — T) 
被 多 项 式 
Q(z) = z! — 2z cosa+1 

整除 。 

22.3 (罗马 尼 亚 ,1966)。 设 多 项 式 P(w) 的 次 数 小 于 4, 并 且 存 在 多 项 式 P (a), 使 得 

7 sin3i # + 8 sin1š — Bsins # cost t— 10 sin! 1 +5 sinfi- 2 
= P (sin t) (sint ¿— (l + sin E (eost t- 2)) + R(sin t), t€ R. 

ARNAR Ba), 

22.4 (2,1977). RAAR m, n€ N, WEA 

l+z +a +. TL ma 

WEMA Ltt +. +e" 整除， 

22.5 (3šB4,1976), BEWA PE), Q), ROR SAE 

P (25) + z2Q (z5) + 22 B (25) = (ette t aS), 

证 明 , £ YN P (6) k £ m 8 z — 1 ER. 

22.6 (中 国安 徽 省 , 1973) ， 求 所 有 的 二 次 三 项 式 P(z), Z # z = 2 处 取 到 3 J 8 
- f, 且 它 的 两 个 根 的 四 次 方 之 和 为 337. 

22.7 (美国 纽约 , 1975)。 求 所 有 满足 了 (0) = 0 R. 

P(g) = z (Pe+1) +P(@-1)), 2ER 

WEIR PE), 


22.8 (民主 德国 ,1977)。 求 所 有 满足 
Piz- l) = (z— 2) P(a), >€ R 
的 多 项 式 P (z), 


22.9 (美国 纽约 ,1976)。 求 所 有 满足 
(æ-1)P(æ+1)- (r+2) Pr)=0, x€ R 
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rr 


的 多 项 式 P (z), 
22.10 (罗马 尼 亚 ,1980)，。 求 所 有 满足 
P(a2) = (PD)), z€ B 
RERET P. 
22.11 《保加利亚 ,1976)。 求 所 有 满足 
P(r:— 9x)y = (P(z — 2),:, z€ R 
的 非 零 多 项 式 P (Gw), 
22.12 {评委 会 ,保加利亚 ,1979)。 求 所 有 满足 
P (zy P (922) = P (223 +z), z€ R 
ñK aR Ak dF £ disk P (a), 
22.18 (ipi ,1978), EH, HERFRA P (z) z 和 任意 mE N. 多 项 式 
m 4 P 
Qa 0) = P(P(- P(e) -g 
被 多 项 式 Qh (z) = P (e) -s HR. 

22.14 (罗马尼亚 ,1978)。 证 明 ， 如果 三 次 实 系数 多 项 式 了 (2), ION REHA 
sE P BE E P(z2) << Q(a)=<c R(z), 并 且 至 少 有 一 个 点 0E 且 使 得 (x0) = Ra), 则 存在 
ke [0, 11, 使 得 

QOD kP + -ORE z€ R 

对 四 次 项 实 系 数 多 项 式 相应 的 结论 是 否 成 立 ， 

22.15 (评委 会 ,匈牙利 , 197 旬 。 纵 定 多 项 式 Pie) = am + bz +e, as0, 证 月， 对 每 
个 mAE N, 至 多 有 一 个 只 次 密 项 式 Q (e), 使 得 

QP æ= PRE) z€ F. 

22.168 (罗马尼亚, 1979). EH, SHA P (s) 35 T z€ C HIR 58 38 Bu Ds LEETE 

忻 是 ,存在 多 项 式 00), 使 得 
P=, 2€ C, 

22.17 (苏联 莫斯科 ,19583)。 证 明 , 多 项 式 220009 IRER 4 eKA f (z) 
与 一 个 Y 的 多 项 式 g 8) RR f (2) gG) REA. 

22.18 (评委 会 ,匈牙利 ; 1979), 证 明 ， 如 果实 系数 多 项 式 了 (2) 对 所 有 x*E 五 只 取 非 


MEE METZA 
P(E) = (Qi (z))* + e + (Q, (2))°, 
HH Q (e), es GQ (6) SF 388 S ni, 
22.19” (#&JP l, 1976; 评委 会 ,瑞典 ，1976) 。 对 所 有 4>0， 实 系数 多 项 式 (2) 满 中 
P) >0。 证 明 , 存 在 非 负 系数 多 项 式 Qa) A R (m) 89 $ 
P(e) = L 


Ræ)" 
22.20* 《评委 会 ,民主 德国 ,1983)， 设 AG) 是 所 有 多 项 式 


P (zY) = aa + a,% + + G g" 
的 集合 ,其 由 —_ 
O= a= 和 n = r nt ga 
[gI CA] 


WEH, WH P (e) € An), Ke) € A (m), 则 多 项 式 | 
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PDQD E Almin), 
22.21 Fae, E, 1985), — 3 F z, ys 2 的 多 项 式 Palt, y. 2), m=, 1, 2, 
Pole, y, 2) = 1, 
Pa (z, y, 2) = (p+ 2) G+ 2) P, (m, y, a+1)- Pat u, 2), mÙ, 
证 明 , 每 一 Pn(z, y, DERAN BIX z, y, :的 任意 排列 , ERATE, 
22.22* {评委 会 , 匈牙利 , 地 77) 。 对 每 个 nE N, 是 否 存 在 非 零 时 4 元 整 系数 名 更 式 
了 和 和 Q, 使 得 | 
(2 F wt 2, JP (Er, Eos ty ma) = Ems Diy Tñ), itn C z C R, 
22.28* (评委 会 ,1981)。 设 多 项 式 卫 (和 Q (w) BW 3 ab KF Ü, i 
P = {zE CIP(2 =c}, Q= z€ Q |, QO = oh, 
证 明 , 如 果 Po= Qo P = Q’ MJ P (z) = Ra), z€ R, 
22.24” 《波兰 ，1978)。 证明 ， 如 虹 次 数 小 于 mEND 的 多 项 起 PE, y), Q, g), 
Re, yR E 
aP ie, p T te (z, E aty Ra, y g yE R, 
"y Plesy) Q(@, y) =R, y) = 0, 


923 SMARA RRB EE DI 


(W 8 — B 2, E 2 10, 18— 20, 2 站 一 323; 定理 2, 4, 17, 18, 27, 45— 50, 52, 62) 


28.1 (次 马 尼 讶 ,1962)。 对 整数 和 9 应 当 加 上 什么 限 抽 ,才能 使 得 
f1) 对 斌 有 有 eE Z, ZWA Pa) 二 w+ pu +g ARRAS ZOI? 
(2) UA rE Z, ZWA Q (z) = 23 + pr +q 多 值 都 能 被 3 ER 
23 .2 《〈 苏 联 莫斯科 ,1957?， 设 对 任意 z€ Z, ERRETA 
ar? + bat + cz + d 
都 能 被 5 iR, IE, 系数 a, b, c, d 都 能 被 5 ERR, 
23.3 (民主 德国 ,1983)。 证明, 多项式 


ola 1 13s 824 32 
Pegg -I T 0T a 
对 所 有 z€ 2 ARER. 
23.4 《捷克 ,1962) 。 求 所 有 的 =e Z, 使 得 多 项 式 
2g — z— 36 


Bg 26 t 830 Jr, 
23.5 (mnj 1975), HR ERR p, q€ R, 求 多 项 式 
P (%) =z!+ p% + qg 
当 作 ET 一 14, 4 时 所 有 的 值 ， 

23.6 〔 苏 联 ,1983)。 学 后 按 题 号 顺序 解 一 组 二 次 方程 的 练习 , 当 一 道 方程 有 解 时 ， 下 
-一道 方 程 按 下 述 方式 档 成 :常数 项 是 其 较 大 芍 枢 ,一 次 项 2 的 系数 是 较 小 的 根 ， 而 二 次 项 
的 系数 都 等 于 革 。 证 明 ,， 这 组 练习 题 不 可 能 继续 无 限 地 篇 下 去 ,并 求 世 到 多 有 多 少 个 二 次 二 
项 式 能 满足 题目 的 条 人 忻 。 | | 

[ $T | 


23.7 (BEBE, 1963), W 238 £ rR P (w) 在 四 个 不 同 的 zE Z 上 都 取 值 为 2， 
证 明 , 对 任意 z€ Z, Pé il, 3, 5,7,9) 
23.8 《英国 ,1980)。 给 出 一 个 集合 M, Eh 7 个 连续 的 自然 数组 成 ,而 且 存 在 一 个 5 
REWA P), 使 得 ，(1) 多 项 式 卫 (x) 的 每 个 系数 都 是 整数 ， 
(2) 在 攻 中 有 和 包含 它 的 最 大 数 和 最 小 数 在 内 的 五 个 数 上 满足 P = k 
(9) 在 在 XE 并 满足 P(tR)=0, 
23.9 (3, 1982), 1) 是 否 在 在 以 zy g, z 为 变 元 的 多 项 式 
P= P(z, v, D, Q= Q(z, y, 2), R= R(m, y, z) 
使 得 但 等 式 
(x-y +IP + (g—z2—1)*Q + (z— 25 +1)3F = 1 
RAT 
(2) 上 题 中 的 重 等 式 改 为 
(x-y +] SP + (y—z—1)3Q + (z—z2+1)32R= 1 
W? 
28.10 (REBR. 1974), (D 证 明 , PRESTA PO), 使 得 对 所 有 z€ R, 都 有 
1) P'(z) >P w 2) PeP (e), 
(2) WF T ⁄39 UP (a)> P'(ay, 人 中 的 结论 还 成 立 吗 ? 
28.11 《罗马 尼 亚 ，1982)， 给 定 实 系数 多 项 式 Pale), Pi), Pala) 和 实数 a, 
= qm， 证明 ,如 果 函 数 . 
7 (a) = Pa (m) +2 ar | Pa (z) | 


ER PPAR AERA RRE. IESER R. 

28.12 (评委 会 , HEE, 1983), Wiat EERE, KOP YAW: m= a= l, 
On = Ant tAn n€ N. ER, MR 990 次 多 项 式 了 上 (2) 满足 ; 3 h=992, ..., 1982 Ri, P (ky 
=a, BI P(1983) =aysss 1, 

23.18 (英国 ,T1978)。 证明 ， 

(1) HEE NnEN, 存在 次 驻 系 数 多 项 式 P. Ge), 使 得 

2 cos n£ = P, (2 cost), ¿€ R. 


(2) 对 任意 “6 Q, 数 cosax 要 么 等 于 0, ty REL, BARRAK. 


28.14 〈 耸 兰 ,1980) ， 设 党 标 平 商 上 的 曲线 了 是 某 个 多 项 式 
P (m) = =š + pa? + qa +yz + € (p, g, r, s€ R) 

的 图 象 ,如 果 平 面 上 的 一 条 直线 平行 于 Oz 轴 ， 并 且 和 曲线 工 相 交 于 四 个 点 A, B, C, KE 
们 自 左 到 右 排 列 ) ， 则 称 此 直线 为 水 平 线 。 此 外 ， 区 果 其 中 的 线 颖 AB, AC 和 AD ñ HE 
还 能 构成 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 ， 则 1 称 此 直线 为 三 角形 水 平 线 。 证 明 ， 只 有 下 列 的 两 种 情 
Jë: 要么 所 有 的 水 平 线 都 是 三 角形 水 平 线 , 票 么 所 有 的 直线 都 不 是 三 角形 水 平 线 ， 

28.15 (波兰 ,1977)。 设 @(2m) 是 非 零 多 项 式 , 证明 ,对 每 个 RE Zt, FAA 
P (z) = (z- 1) Q (z) 
至 少 有 w+ 个 非 零 系 数 。 

28.16 《捷克 ,IT974)。 设 型 是 所 有 形 如 
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P (z) = az3 + bz2 + ez + d, a, b, c, d€ BR, 
H 4 z€[-1,11 REPOS 的 多 项 式 的 集合 。 证 明 ， 必 有 某 个 数 h, EINA 
PEM, Heja! ak, PREEDI E, 
23.17* 〈 评 委 会 , 苏 兰 ,1983)。 设 六 和 9 是 任意 的 自然 数 ， 证 明 ， 存 在 整 系数 多 项 式 


Pia), EBR OMERA T 的 某 个 区 间 中 的 每 一 个 点 2“, 者 有 
| Pa- ?| < 二 
28.18 (民主 德国 ,1980)。 求 所 有 的 三 次 实 系 数 多 项 式 司 (9) 和 各 晶 (x)， 使 得 下 面 的 四 
个 条 人 忻 能 够 满足 ; 
d) 这 两 个 多 项 式 在 点 2=1， 2, 3, 4 只 取 值 0 = 1, 
(2) mE PO =0 R P(2) =1, WO =) =1, 
(3) 如 果 了 (2) =0 4 P(4) =0, m Q (2) = Q(4) =0, 
(4) 如 果 P(2) =1 s P4) =1, Wd) = 0, 
23.19 (1,1975, i a Ww Ei P (z) W 
o Ë 
PO = zr 
p k=0, 1, 2, n, R POHD. 
23.20 (FÆ2,1981), W n IK 2 TA P (z) š⁄ E 


P=- 


gs? 
其 中 k =Ü, 1, 2, r... "n, ËR Pint), 
23.21* 【评委 会 ,越南 ,1977)。 设 给 定 整数 z < z < --- <m., EH £ MON 
mu 十 a mn Ul +. + Ç, 
在 点 zo zi …， mm 取 的 值 当中 ,存在 这 样 一 个 数 ,其 绝对 信 不 小 于 SL. 
23.22* (评委 会 ， 包 牙 利 1979)。 设 和 多项式 了 (2) 的 次 数 最 多 是 2%， 且 对 每 个 整数 
kE [— n, n), WHIPS EEA z€ -n n), P(a) <2>, 
23.23 ”人 {评委 会 ,保加利亚 ,1988)。 设 5 是 正 整 数 , 求 多 项 式 
P, (wz) = (° +m +1)" 
的 奇 系数 的 个 数 。 
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第 七 章 组 合 数 学 


$24 集合 与 子 集 
( 见 第 一 部 分 ， 定义 十 一 入 li, zl, 97) 
24.1 《捷克 ,1I973) ，m 元 集合 具有 多 少 个 不 同 的 不 交 子 集 对 ? 
24.2 《波兰 ，1978) 、 集 合 有 由 % 个 元 素 构 成 ， 对 两 个 子 集 A, ACX, 求 得 集合 
ANA: 的 元 素 个 数 。 证 明 , 所 有 求 得 的 个 数 之 和 为 Ae, 
24.3 (美国 纽约 ,1978)。 设 整数 由 >3， 


k= È n@+1 ], 





且 集 合 X, H 
nn+l) 


个 元 素 构 成 。 已 知 集合 X, 中 有 个 元 素 是 蓝 色 的 ,个 元 素 是 红色 的 ,其 他 元 素 都 是 白色 
的 。 证明, 集合 X, 可 以 分 为 两 两 不 交 的 子 集 Ai, Aa es Aas 使 得 对 每 个 = 二 2， e n, 
FR An 性 有 入 个 元 素 , 而 且 都 同色 。 

24.4 《南斯拉夫 ,IT972， 对 每 个 mnE 为 ,， 求 最 大 的 整数 8E 入， 使 得 在 后 元 集合 中 ,可 
以 取 册 上 帮 个 子 集 ,其 中 任意 两 企 子 集 的 交集 非 空 。 

24.5 【英国 ,1976)。 设 41，423，…， A 是 有 限 集合 全 的 50 个 子 集 , 每 个 隆 集 都 含有 
集合 开 的 半数 以 上 的 元 素 ， 证 明 , FETE BCX, KELAN STER BEARES As, 
Az =, Ao 中 每 一 个 至 少 有 一 个 公共 元 

24.6 (奥地利 -波兰 ,1978)。 给 定 1978 个 集合 ， 每 个 集合 都 含有 和 个 元 素 。 已 知 其 
中 任意 两 个 集合 都 恰 有 一 个 公共 元 。 证 明 , 存 在 一 个 元 素 , 它 属于 所 有 1978 个 集合 . 

24.7 (中国 北 京 ,1963)。 把 2" 个 元 素 的 集合 分 为 若干 个 两 两 不 交 的 子 集 。 按 照 下 述 
规则 将 某 一 个 子 集中 某 些 元 素 挪 到 另 一 个 子 集 ， 从 前 一 子 集 挪 到 后 一 子 集 的 元 素 个 数 等 于 
后 一 子 集 的 元 素 个 数 (前 一 子 集 的 元 素 个 数 应 不 小 于 后 一 集合 的 元 素 个 数 )， 证明， 可 以 经 
“过 有 限 次 挪动 ,使 得 到 的 子 集 与 原 集合 相 重合 。 

24.8 (评委 会 ,捷克 ,1879)。 给 定 自然 数 % 宇 2， 设 站 是 所 有 不 超过 的 自然 数 的 数 对 
< 二 的 集合 的 子 集 。 已 知 如 果 数 对 《< 属于 集合 隆 ， 则 所 有 数 对 上 < 加 都 不 属于 M. # 
MES 8 6 3k 
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24.9 (评委 会 ,比利时 ,1979) ， 集 合 不 由 a GE, XS 5 Wi 3 
元 子 集 ,使 得 其 中 任意 两 个 3 元 子 集 都 治 有 一 个 公共 元 。 

24.10 (美国 ,1979)。 在 个 元 素 组 成 的 集合 中 取 m+l 个 不 同 的 3 RTR. 证明, 其 
中 必 有 两 个 ,它们 恰 有 一 个 公共 元 ， 

24.11 (苏联 英 期 科 ，1987) ， 能 否 把 整数 集合 分 为 三 个 子 集 ， 使 得 对 丝 个 整数 n,n、 
n= 50 和 n+1987 都 在 不 同 的 于 集 ? 

24.12* 《罗马 尼 亚 ,1978) ， 集 合 Z 划 分 为 两 两 不 交 的 于 集 41，42，…，4"， 又 划分 为 
两 籽 不 交 的 子 集 B Bo os Bu 已 知 任意 两 个 不 交 的 于 集 A 与 B, 的 并 集 A, UB 至 少 
含有 个 元 素 ,1<<i， j<n。 证 明 ,集合 叉 的 元 素 个 数 至 少 为 T, EERST 

24.18 “(中国 合肥 ,1983) 。 某 市 购 进 一 批 公共 汽车 ,计划 建 1983 个 汽车 站 ， 并 开辟 着 
二 线路 沟通 它们 。 原 则 是 ，(1) 尽 可 能 多 开辟 一 些 线路 ，(2) 每 两 条 线路 至 少 有 一 个 公用 
车 站 ，(3) 每 个 车 站 至 多 在 两 条 不 同 线路 上 。 问 最 多 能 开辟 多 少 条 线路 ? 每 条 线路 至 少 应 
经 过 多 少 个 车 站 ? 


$25 利用 图 的 题目 
[ 见 第 一 部 分 ,定义 43, 定理 1, 2, 94) 

25.1 (英国 ，1972) 。 在 举 合 8 的 元 素 之 癌 引进 关系 “-> 。 夺 ) WE 004 Ju É 中 
b€ Ñ, sk a—b, 要 么 bd 二 者 怡 有 一 个 成 立 ， (2)] 对 任意 三 个 元 素 a, b, e€ S， 如 时 
a—b, H b-=e, MÜ cz。 集合 尽 中 最 多 能 有 客 少 个 元 束 ? 

25.2 (40,1985, JE PRI 1982 个 人 ， 其 中 任意 和 人 都 至 少 有 一 个 人 试 识 共 他 
三 个 人 人。 认识 其 他 所有 的 人 的 人 数 最 少 是 多 少 ? 

25.3 【保加利亚 ，1978)。 由 吾 人 组 破 一 个 公司 ， 其 中 任意 三 个 人 总 有 两 个 人 彼此 东 
识 ,; 也 总 有 两 个 彼此 不 认识 。 证 明 , 这 五 人 可 以 围 桌 而 光合 得 相 邻 的 人 彼此 认识 、 

25.4 【〈 美 国 ,TI978) 。 九 各 数学 家 出 席 一 次 国际 会 议 , 其 中 任意 二 个 人 中 至 少 有 了 两 人 能 
讲 同一 种 语言 。 如 果 每 位 数学 家 最 客 能 讲 三 种 语言。 和 证明， 至 少 有 三 们 数学 过 能 用 同一 种 
语言 变 谈 。 

25.5 (1) 《英国 ，1980) 。 在 一 盾 房 子 里 有 10 个 人 ,其 中 任意 三 人 中 至 少 有 两 人 相互 
认识 。 证 角 , 其 中 有 和 人 ,任意 两 人 都 相互 认识 ， 

(2) (评委 会 ,波兰 ,1977)， 如 果 把 年) 中 的 数字 10 Br 9, ERLE? 

25.8 (保加利亚 ,L981; 美国 ,1981)。 在 某 个 国家 ,任意 两 个 城市 之 冯 用 下 列 交通 工具 
之 一 进行 联络 ， 汽 车 、 火 车 和 飞机 。 已 知 设 有 一 个 城市 同时 拥有 这 三 种 变通 工具 ， 并 且 不 
存在 这 样 三 个 城市 ， 其 中 任意 两 个 在 联络 时 都 用 同一 种 交通 工具 、。 这 个 国家 好 多 有 多 少 个 
城市 ? 

25.7 (南斯拉夫 ,1975)、 某 团体 中 , 任意 两 个 徙 此 认识 的 人 部 没有 共同 的 熟人 , 而 本 
将 两 个 徙 此 不 认识 的 人 都 怡 有 两 个 共同 的 熟人 人、 证明， 该 团体 中 每 个 人 所 认识 的 人 数 都 相 

25.8 (匈牙利 ,1977)。 有 三 所 学 校 ,每 所 学 校 有 % 名 学 生 ， 已 知 任 意 一 名 学 生 认 识 其 
他 两 所 学 校 的 学 生 总 数 都 是 n+1。 证 明 ; 可 以 从 每 记 学 校 各 取 一 名 学 生 ， 和 使 得 这 三 名 学 生 
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WAK H. 

25.9* 【奥地利 ，1973) 。 在 空间 中 给 定 2n 个 不 同 的 点 Ai Ada es Am n >1, Herh 
任意 三 点 不 共 线 。 设 型 是 m +1 条 以 给 定 的 点 为 端点 的 线段 集合 ， 证 明 ， 存 在 一 个 三 角形 ， 
其 顶点 为 给 定 的 点 ,其 边 都 属于 集会 型 。 又 证 明 , 如 果 集 合 于 的 元 索 个 数 不 超过 噬 ， 则 这 样 
的 三 角形 未 必 往 在 ， 

25.10* 《罗马 尼 亚 ,1978) 。 在 小 伙 子 和 姑娘 们 参加 的 上 晚会 上 ， 有 人 发 现 ， 对 其 中 任意 
一 群 小 伙 子 ,至 少 认识 其 中 一 名 小 伙 隆 的 姑娘 们 的 人 数 不 少 于 这 和 群 小 伙 子 的 人 数 。 证明， 每 
个 小 从 子 都 可 以 和 他 所 认识 的 姑娘 结伴 ,共同 起 钴 . 

25.11 【苏联 ,1988) 。 某 个 国家 有 21 个 城市 ,由 若干 罕 航 空 公司 担负 人 它们 之 间 的 空运 
任务 ,每 家 公司 都 在 5 个 城市 之 间 设 有 直达 航线 { 无 需 着 陆 ， 且 两 城市 间 人 允许 有 几 家 航空 公 
司 的 航线 ), 而 每 两 个 城市 之 闻 都 圣 少 有 一 条 直达 航线 。 问 至 少 谋 有 多 溺 家 航空 公司 。 

25.12* 《评委 会 ， 澳 大 利 亚 ，1983) 10 家 航空 公司 在 城市 Pio Po tes P.sss 之 间 设 
有 航班 。 已 知 任 意 一 个 城市 都 可 直达 其 他 任意 一 个 城市 耐 无需 中 转 ， 而 且 每 条 《直达 ) NL 
线 多 许 几 家 公司 其 癌 使 有 用。 证明 ， 必 有 一 家 公司 , 它 能 够 担负 这 样 的 环 游 任务 ， 即 从 某 个 城 
市 出 发 ,只 使 用 奇数 次 航线 ， 最 后 回 到 原来 的 城市 。 

25.13* 《中 国 ,1987)。 设 mw> 3, 且 nw 名 乒乓 球 选手 单打 比赛 若干 场 后 ,任意 两 名 选手 
已 赛 过 的 对 手 恰好 都 不 完全 相同 。 证 明 , 总 可 以 从 中 去 掉 一 名 选手 ， 使 得 余下 的 选手 中 , E 
意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 仍 然 都 不 完全 相同 。 

25.14* (冬令 党, 中 国 ,1987)。 某 次 体育 比赛 ,每 两 名 选手 各 赛 一 场 ,无 平局 。 通 过 比 
赛 确定 优秀 选手 。 设 和 4 为 选手 ,如果 对 其 他 任意 选手 B, 32 AE B, 要么 存在 选手 C0, 使 
{O B, À pk O, 则 4 即 为 优秀 选手 证明， 如果 按 上 述 规则 选 定 的 优秀 选手 只 有 一 名 ， 
则 他 必定 胜 其 他 所 有 选手 . 

25.15* (苏联 ,1988) 。 排 球 比赛 中 , 每 两 球 队 都 各 赛 一 场 。 对 两 个 球 队 4 与 B, 如 果 
4 胜 B， 或 者 存在 某 个 球 队 QO， 使 得 和 4 胜 C, C 胜 B, MUPKEREL A ETRE, B. KARR 
后 ,; 优 于 其 他 所 有 球 队 的 球 队 即 被 授予 冠军 称号 ,比赛 结束 后 能 否 恰 有 两 个 冠军 队 ? 

25 .16* (FEA, jE, 1988), # nx" 棋盘 的 方 格 中 分 别 填写 1，2,…, 0, n22, 
每 格 一 个 数 。 证 明 , 必 有 两 个 相 邻 (有 公共 边 ) 方 格 , 方 烙 中 二 数 之 差 至 少 为 m 


3 26 各 种 组 合 问题 
( Ú $ 一 部 分 Æ 3. 16, 18, 35, 43, 44, 定理 1, 2, 6, 10, 05.97) 


26.1 《南斯拉夫 ，1975)。 在 圆周 上 按 任意 顺序 写 上 4 个 1 和 5 个 0。 然 后 进行 下 面 
的 运算 ， 在 相同 的 相 邻 数字 之 间 写 上 0, 而 在 不 同 的 相 邻 数字 之 间 写 上 1， 并 掠 掉 原 来 的 数 
字 。 接 着 进行 同样 的 运算 ,如 此 继续 。 证 明 ， 不 管 这 种 运算 进行 多 少 次 ， 都 不 可 能 得 到 9 个 
0. 

26 .2 〈 评 委 会 ,保加利亚 ,197 约 ， 在 方 格 纸 上 任 意 标 出 "个 方 格 。 证 明 ， 其 中 有 不 少 
TI 个 方 格 , 它 们 两 两 不 相 邻 (所 谓 两 个 方 格 相 邻 ,是 指 它 们 有 公共 边 )。 

26 .8 《南斯拉夫 ，1981) 。-- 只 老鼠 偷 屹 校长 为 8， 并 被 切 成 27 块 单 位 立方 体 的 立方 
体 奶 酷 。 当 老鼠 吃 完 了 某 一 小 立方 块 后 ,就 再 吃 相 邻 的 (有 公共 全面 ) 另 一 个 小 立方 块 。 问 ， 
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这 只 老鼠 能 吃 毛 除 正 中 央 那 个 立方 块 之 外 的 全 部 小 立方 块 吗 ? 

26.4 (捷克 ,1977)。 在 直线 上 给 定 % 个 不 同 的 点 4 Ay, o, .44。 有 同和 种 颜色 
给 这 些 点 染色 ,每 个 点 染 一 种 颜色 ,而 且 4 种 颜色 都 用 上 ， 证明, 直线 上 必 有 一 线段 , 它 含有 
4 种 颜色 的 点 ,其 中 两 种 颜色 的 点 各 怡 有 一 个 , 另 两 种 颜色 的 点 各 至 少 有 一 个 

25.5 (FIRE, 1978). 在 平 而 上 给 定 一 个 % 个 点 的 集合 M, 其 中 任意 三 点 不 共 
线 。 西 个 辣 点 在 集合 半 中 的 每 条 线段 都 标 上 一 个 数 +1 k - 1, 而 且 标 上 一 1 的 线段 个 数 为 
W%。 如 果 顶 点 都 在 关中 的 三 角形 的 三 边 上 的 数 之 葬 积 为 -1， 则 三 角形 称 为 负 的 。 证 明 , 负 
三 角形 的 个 数 与 乘积 nm 同 奇偶 ， 

26.6 《北京 , 工 6 和 4) 。 一 条 环形 公路 上 有 有 ”个 加 油 站 ,它们 所 情 的 汽油 总 量 足 驶 一 辆 汽 
车 企 整 个 环形 公路 上 行驶 一 周 。 证明， 带 着 (容量 无 限制 的 ) 空 油 访 的 汽车 能 够 从 某 个 加 油 
站 油 发 { 带 上 该 站 所 有 存储 的 汽油 ), 完 成 环形 公路 上 整个 旅程 

26.7 (南斯拉夫 ,1974)， 在 8x8 国际 象棋 棋盘 上 的 第 一 行 放 上 8 Ik T, FET AIT 
放 上 8 被 黑 子 , 每 格 一 子 。 按 下 列 规 则 进行 游戏 , 白 方 先 走 ， 黑 白 双 方 轮流 洪 竖 列 走 自 己 一 
方 的 子 ， 每 一 步 让 棋子 沿 着 坚 列 前 进 或 后 退 一 格 或 若 于 格 , 既 不 能 从 棋盘 上 取 下 棋子 , 也 不 
能 把 棋子 放 进 对 方 棋子 已 占据 的 方 格 或 者 越过 对 方 棋子 。 谁 最 先 不 能 走 谁 就 算 输 .证明 ,时 
AAEM. 

26.8 《南斯拉夫 , 1983), 1xn KERRE n rfki N L, 2，…， n, Æ 
编号 为 % 一 2, n-li, n HAREA — CR. AMAETH: 每 个 人 每 走 一 步 
就 把 其 中 任意 一 枚 棋子 移 到 编号 较 小 的 空格 里 。 谁 先 无 法 走 谁 就 算 输 。 证 明 ， 谁 先 走 谁 就 
Bb 38. 

26.9 《南斯拉夫 ，19883)， 在 3x8E FIRAR PEPE LAPE T IERE 每 一 步 只 能 向 上 * 
司 右 或 向 左下 方 走 一 个 方 格 (图 26.1), “WAE” EEA 
棋盘 的 左下 和 角 的 方 格 上 出 发 , 走 遍 所 有 方 格 ,并 且 每 个 方 格 
怡 好 经 过 一 次 ? 

26.10 (评委 会 ， 波兰, 1982)， 在 甲 个 平面 上 有 一 个 
无 眼 大 的 方 格 棋盘 ,上 商 摆 好 了 一 些 棋子 ,它们 怡 好 组 成 一 
个 站 xna 窍 形 。 按 下 述 的 规则 进行 游戏 ， 每 一 枚 棋子 都 可 
越过 ( 滞 水 平方 向 或 竖 直 方向 ) 相 邻 的 棋子 ， 放 进 紧 近 着 这 
校 相 邻 棋子 的 空格 里 ， 并 把 相 都 棋子 从 棋盘 上 取 下 来 。 证 
明 ,不 论 怎 样 走 ,棋盘 上 都 不 会 尾 好 竹下 一 枚 模子。 

26.11 (苏联 ，1988)， 在 nxn 方 格 表 的 每 个 方 格 里 图 26.1 
填 有 一 个 实数 ,而 有 卫 每 一 行 、 每 一 列 上 数字 之 和 都 为 0。 现在 在 方 格 表 进行 如 下 操作 ， 任 取 
一 行 数字 , 将 它们 依次 吉 到 某 一 列 数字 上 (将 每 行 数字 自 左 至 右 编 为 第 1，2,…, n 个 数字 ， 
将 每 列 数字 有 自 上 至 下 同样 编号 ,把 所 取 的 行 的 第 一 个 数字 加 到 该 列 的 第 一 个 数字 ,把 该 行 的 
第 二 个 数字 加 到 该 列 第 二 个 数字 , 等 等 )， 然 后 再 从 另 一 列 数字 中 依次 减 去 该 行 的 数字 。 证 
明 , 可 以 经 过 有 限 次 操作 ,使 表 上 所 有 数字 都 变 为 0。 

26.12 (FHE, 1978), EAn n Hik, n>5, 每 个 顶点 恰好 引出 三 条 楼 。 有 
PATEH TERR, 每 人 都 在 一 个 尚未 签名 的 界面 上 写 下 自己 的 名 字 , 谁 先 把 自己 的 和 名字 
签 在 具有 公共 顶点 的 三 个 界面 上 , 谁 就 算 启 。 证 明 , 先 写 者 总 有 取胜 的 策略 ， 
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26.13 【评委 会 , 罗马尼亚,1977)。 给 定 mE N, A= (a, ag …， Im) JE Hi m = 2" 个 

数 a C (1, -1}, 4 =1, 2, =, m 组 成 的 m 数 组 。 定 义 运算 态 如 下 ， 
S (A) = (Titos Fathys ts Om lms Dati), 
证 明 , 对 任意 吧 数 组 4, 序列 A, SCA),，S(CS(44)),… 中 会 有 由 私 个 1 组 成 的 数组 ， 

26.14 中国, 集训 班 ,1988)， E A= (a,, Gs, …， mm ob E (0,11, :=1, 
2，… m HRA mAH., ELES SIF, 

S (A) = (bi, bay Das bas ty Dom-1s Oom) y 
其 中 当 a,= -1 时 ， boi =0, b =1, "aí=0 j, bo 1=1, bx =0, š=1, 2, =, m, 用 
| S" (A) RR CC S(A)..)). A= 代 )。 试 问 在 Se (A) = (aiy ais s am) 中 有 老少 个 
由 连续 两 项 组 成 的 数 对 (ee ac E a= aa = 09 

26.15 (#FF1986), 6x6 HALA BARER, 每 个 多 米 诺 骨 阵 都 覆盖 
两 个 相 邻 的 方 客 。 证明, WRES EA 个 方略 没有 被 发 凑 ， 则 至 少 还 能 再 扶 上 一 个 多 采 
诺 骨 牌 而 不 必 移 动 其 他 的 骨牌 { 注 , 多米诺 骨 下 是 一 种 形状 为 1x3 先 形 的 骨牌 ) . 

26.16 (美国 纽约 , 19760), EH, 用 特 利 米 诺 能 够 闭 盖 前 掉 业 个 方 烙 的 2nx 2n 拱 盘 ， 
其 中 不 能 被 3 整除 ， 所 谓 特 利 米 诺 是 指 剪 掉 一 个 方 属 的 2x2 正方 形 的 纸牌， 

26.17 (苏联 ,1987)。 宪 8x8 横 盐 上 至 少 可 以 摆 上 多 少 个 特 利 米 庶 , 使 得 在 不 相 重 划 
的 条 件 下 无 法 在 棋盘 上 再 标 上 一 个 特 利 米 庄 ? 

96.18 (美国 ,1976)，(1) 在 4x7 矩形 棋盘 上 每 个 方 糙 都 当成 白色 或 墨色。 证 骨 , 在 
棋盘 上 必 有 一 个 矩形 , 它 由 棋盘 的 水 平 线 和 竖 直 线 组 成 ,所 有 4 AJB LARRE. 

(29 给 出 4x6 逢 形 棋 盘 的 一 种 染 名 ,使 得 向 盘 上 不 存在 (1) 中 所 说 的 冠 形 ， 

26.19 (瑞典 ,1982)。 在 直角 浴 标 平面 上 有 一 个 集合 M, CHEG e, yE N 并 且 z= 
12, y<12 的 点 人 v) R, Hh kr 144 个 点 ,每 个 点 当成 红 、 白 或 蓝 色 。 证 明 ; 存在 一 个 
拭 形 , 它 的 边 与 坐标 轴 平 行 ,所 有 顶点 同色 ,而 且 痢 在 集合 站 中 ， 

26.20 (D {评委 会 ,越南 ;1977)。 在 直角 些 标 平面 上 标 出 $$ 个 点 , n3, C ATL 
都 是 整数 , hit = KAlhiR- AAE W H hsoa KHYSAbAS REEN. RE 
述 了 要求 最 大 点 数 n, 

(2) (评委 会 ， 罗马 尼 亚 , 4977)。 在 空间 标 出 37 MERRER” PETANI 
R. 证 ,其 中 一 定 有 3 个 点 * 使 得 以 它们 为 顶点 的 三 角形 的 中 线 交 点 的 坐标 都 是 刺 散 ， 

26.21* (南斯拉夫 ,1975) ， 最 多 能 在 Snx n 国际 象棋 棋盘 上 摆 上 多 少 个 “保全 "， 使 
得 每 个 艾 鱼 至 多 受到 男 外 一 个 堡 剖 的 攻击 


26.22" (匈牙利 1931) 。 设 但 数 n 大 于 2。 用 - 伟 种 颜色 给 wxn 国 际 象 检 横 副 上 的 广 


HRE ipt l Piri. EA RS WD E s ES, EA SARSI EE 
RA- TES W E A 664 R. h, 

26.28” (FF1979; 8 K RD 1952). #E—4n xn RE, RATRI — TF 
HR. EL UE S BE EIA NTRA E. 证 明 , 其 中 必 有 一 列 ， 擦 掉 这 一 询 后 , ATHE 
中 仍然 所 有 的 行 痢 不 同 ， 

26.24* (评委 会 ;卢森堡 , 1983)。 在 建立 直角 浴 标 系 的 空间 中 有 一 个 成 集 媚 ,其 中 每 
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个 点 的 华 标 都 是 0 至 1982 之 间 的 整数 ， 用 红 蓝 二 色 给 其 中 每 个 点 染色 , EE Bi s fE E rh ni 
灾 平 行 于 坐 二 负 的 每 个 平行 从而 体 中 红色 顶点 数 被 竺 整除 。 这 样 的 染色 方法 有 光 少 种 ? 


$27 初等 概率 论 
《 见 第 一 部 分 ,定义 18, 4 一 50) 定理 95, 96, 98—100) 
27.1 《比利时 ,1980) 。 两 个 第 子 装 有 和 白 球 与 昭 球 ， 两 第 球 的 总 数 为 25。 随 机 地 从 两 
个 箱子 里 各 取出 一 个 球 。 已 知 两 个 取出 的 球 都 是 白色 的 概率 为 0.854。 求 取 出 的 两 个 球 颖 
是 肉色 的 概率 ， 
27.2 (英国 ,1973)。 基 个 班级 的 教师 和 学 牛 在 一 起 解答 问题， 教师 答对 的 概率 为 a， 
a A Ska Oi BE apa i E, HARRIK R HB 8] B 


ESE 5。 求 班 上 男生 和 女生 的 比 数 ， 


3 C%PL1959,. ME nn 边 形 的 顶点 中 随机 取出 其 个 不 同 拘 3 点 组 , nG, 使 得 以 
这 丙 个 3 点 组 为 于 点 组 成 谎 两 个 三 角形 不 交 的 概 永 是 多 少 ? 

27.4 (民主 德国 ;1978)。 作 下 2% 边 形 的 外 接 图 。 如 果 它 的 中 个 不 同 项 点 在 一 个 用 风 
AAE MEAE S 点 组 称 为 单 侧 的 ,随机 取出 的 一 个 3 点 组 为 音 贡 司 爸 率 是 多少 ? 

27.5 (IFA, 1318 1982, REE, 1983), — RAN PB 32 n FR PRIm i pe, 
ATTA EERE ERER MERT FEE: 从 箱子 时 全 总 到 出 两 个 
Pk. WEHE te Tit s 网 其 kipata qat, l, R A E RE e A r T uH 

TARH, MEERE, Magt IATER HER, KUSH 
MENASE EE TA 227? 

27.6 GAK, 1982), JERA AREE n + 1 I, MIRABA aR, PRAA 
H EO K IL E At a B US R RAE MA EE T 

27.7 《美国 纽约 ,1976) up n AG REEE T Cas ta es P), n>3, 
Hie k=l, 2, e, n, BH trak KES 

27.8 《美国 ,1975)。w 张 纸牌 ,其 中 有 3 张 4。 把 它们 任意 地 赫 在 … 起 ， 然 而 从 上 往 


下 到 牌 ， 直 到 到 到 第 二 张 4 为止， 证 明 , 玻 牌 的 次 数 的 平均 值 为 TL, 


27.9 (关闭 组 约 ，1981) ,把 前 个 自然 坊 任 意 排 成 一 行 G, io es i), RAH 
列 中 道 序数 的 平均 信 。 这 里 ， 当 了 < 天时 , 如果 ¿>i WG] G, b, errin) fi— 438 
FE, 

27.19 (评委 会 ,波兰 ,1989)。 设 (rz2，…， wen) 是 自然 数 1，2，…, 2 的 一 个 排列 。 
如 果 存 在 ;6 0, 2，…， 2n—1), W jz 一 won| =n, 则 称 排列 G, z =, za) 其 有 性 质 
P. 证 明 , 具 有 性 质 卫 的 排列 比 不 具有 人 性质 卫 的 排列 多 ， | 

27.11 《〈 比 利 时 ,1981) 。 两 个 游戏 者 4 与 召 观 察 一 个 男孩 不 停 地 所 硬币 ， 搓 的 结果 用 
字母 记录 下 来 ;如 果 第 次 所 出 的 是 * 订 ”或 * 字 ”, 则 在 第 个 位 置 上 相应 记 上 字母 0 或 了, 
游戏 者 和 说 ,在 记录 千 接 连 三 个 字母 000 出 现在 0PO 之 前 ,游戏 者 B 则 争辩 说 ,出 现 的 顺 
序 正 相反 。 在 这 场 争论 中 哪个 人 取胜 的 可 能 性 大 ? 

27.12 〈 比 利 时 ，1977)。 三 名 射手 4， 了 3, C 在 一 -起 进行 决斗 。 他 们 分 别 站 在 一 个 等 
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边 三 角形 的 顶点 外 ,并 约定 ， 射手 4 首先 射击 ,然后 是 B, 第 三 个 是 C, 如 此 循环 进行 ;如果 
其 中 有 一 各 射手 被 击 中 ， 则 决斗 在 余下 的 两 个 人 间 继 续 进 行 ， 己 知 射手 切 击 中 目标 的 概率 
为 0.3, 射手 C 为 0.5， 而 射手 召 则 是 百 发 再 中 。 每 个 射手 都 可 以 向 其 他 两 人 中 的 某 个 人 射 
击 ， 也 可 以 为 了 在 次 斗 中 以 最 大 的 概率 获胜 而 放空 枪 。 射 手 4 在 第 一 次 射击 时 应 采取 怎样 
的 策略 ,是 人 L) 射 向 射手 O, (2) HAF B, (8) KEH? 

27.13* (比利时 ,1978)。 有 一 质点 ,党 着 立方 体 ABODAB'CD 的 楼 作 运动 。 除 在 


点 B 与 O 处 外 , 它 在 其 他 顶点 处 时 ,都 用 3 的 概率 沿 着 由 这 个 顶点 引出 的 3 条 楼 之 一 E 


动 , 当 质 点 走 到 点 B 或 C 处 ， 它 就 不 再 运动 了 。 设 质点 在 顶点 4 处 开始 运动 。 质 点 山 售 
留 在 顶点 3 (2) 停留 在 顶点 C0 © 总 不 到 达 顶 点 B 或 C 的 梳 率 各 是 多 少 ? 
27.14* 《比利时 ,1982) ， 在 巧克力 糖果 序列 中 ,每 块 糖果 的 内 包装 纸 上 孝 有 ”位 车 越 


数学 家 中 的 一 张 肖像 ,其 中 每 位 的 肖像 都 以 二 的 概率 出 现 。 为 搜集 到 一 套 完整 的 肖像 F 
均 要 买 多 少 块 巧 克 为 精 ? 
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51 整除 性 ,素数 与 合 数 


1.1 BA agag-b isi, 4 … ,了 中 至 少 有 一 个 是 偶数 (和 暂 风 每 个 数 o 者 是 奇数 ， 则 它们 的 窟 也 
EAA E 
Cit Cat e + er= Lob) + (G; = bx) + + (3; — B+) 
= (G +G += +a) — (i + Bx + += + D+) = Ü, 
28), Pr E TI 1 483, 
1.2 ib =az+ea 1, 其 中 如 =1， 此 时 由 等 忒 
(a2+1)3= (b,- eayš==- sa? (mod b,), 
= sm = — ggb, +0? + sa = b,( —- sa + 1) -l= - (mod b,) 


推 得 (a? + 1]3= 一 二 (pod b,), 
因此 ， $i ce+ "=; C- 1D)'a,(mod(eea +1)), 
即 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 
1.3 ”考虑 定义 在 整数 集合 上 的 函数 
_ í 0, 当 二 为 偶数 时 ， 
f(m) =| smiyakat, 


并 用 公式 ,t= fa, p A, 于 是 当 nl HE 
baga = fd yx) = fn t n-i tinik) 
= f(fla,-.. 1) + F llarg) + Sitni 
= 下 
Tg) 时 将 表 中 不 出 现 钓 数 换 为 0, ARHAR, 第 n 行 的 前 四 沾 数 br lns br an b... 3-srasq-n HE — Hh W E 
了 第 #+1 行 的 前 四 个 数 , 并 后 第 8 行 和 第 生 行 上 的 这 组 数 相 同 。 因 此 , 第 9 行 和 第 5 行 、 第 10 行 和 第 6 fr 
等 等 ， 相 应 的 这 组 数 相同 。 由 于 从 第 3 行 起 的 每 一 行 中 ,这 组 数 都 合 有 0， 因此 原 表 中 这 些 行 含有 偶数 . 

注 ， 在 捷克 的 原 题 中 假设 了 第 一 行当 有 3 个 硼 煞 ,求证 的 是 , 从 第 二 行 起 ,每 行 都 含有 侦 数 ， 

1.4 注意， 任意 一 个 整数 被 3 除 , 余数 只 能 是 0，1 或 2， 如 栗 在 五 个 整数 被 3 除 后 的 五 个 余数 中 ， 
0,1, 2 都 出 现 ， 则 祭 数 为 0, 1, 2 的 那 三 个 数 之 和 一 定 能 被 3 整除。 如 果 五 个 条 数 中 09, 1, 2 二 个 数 有 一 
ATER 则 五 个 余数 中 至 少 有 3 个 相同 ,这 三 个 数 之 和 一 定 能 被 $3 整除、 

1.5 注意 ,P -1 是 偶数 , 且 分 数 - 可 以 改写 为 


[TT] 





-P o 
I(p-1) ° ECE Dy” 3 二 3 








t (e D. E ?en tn 


l 1 
tap- pI V p+Í N! ' 
0 (m). 
将 所 得 表达 式 通 分 , 其 公分 二 为 
1(p-1D :29 -2-30 -3) 25i. Pl a (p-n 





即 得 到 ， | 
Tap T NP (q6€ N), 

由 时 推 得 m(p-1)1= pgn, RT 1,2, 3 p- 1 ARBER E p 整除 ,所 以 plm, 证 毕 ， 

1.6 设 #>2, 则 由 定理 和 得 到 

antene l= {net Iyn? {se l} 
= (n- l) {n+ e tt 
=(n—ly)(m-l+ ... + n? +£ nt), 
因为 n=] (mod(a —1)), 所 以 对 每 个 下 = 由 2, , n- 1, f nt==1(mod(n- 1)), 从 而 
| nlg o mid (nm ÍY), 

(ERZE n -1 个 被 加 项 ]。 因 此 (n-l)(Om + e nanya (n - 12 e, 3 n= 20 -ne 
n-l-=-1l 也 被 人 -13=1 整 除 ， 

1,7 当 #=1 了 时 ,结论 显然 成 立 。 设 8232， 记 a= 11987. 21997... gat j 

2a, = 2 + (294 p1937Y q (31909. fa — 131087] + 上 (nl937 + 91987). 

团 于 对 等 个 E= 2, 3, o, AT (gq T 2 RJT 被 kant- R) = n + 2 整除 , 所 以 2a, 被 n + 2 ER, 其 
余数 为 2,， 即 a, TH .+ 2 gs, 

1.B iae, b, ceN 满足 ， 
c|(ab+ 1), b| (gc + 1), al(be l), 
注意 , 9, b, c ARAR, EIRC, b) >l, Mlee, b) = d>1, B3% oc +1 不 被 4 整除 , BR bk b E 
除 ， 因 此 它们 各 不 相同 . S S=ab+rac+be+ lik a b, c 都 整除 ， 西 此 也 被 它们 的 乘积 整除 (因为 它们 
两 两 互 素 )。 所 以 Sobc。 不 妨 设 20<b<c。 ME bt, M) c5, abez>2.4.5= 40, H 


Š = 和 “e a r bc 1 


= gbe 一 s + 1<abe- 40" +1<—abe, 
矛盾 .因此 b<4, Ti as 2, b= 3, 出 于 ob+1= T c Wi K esT AMENAZA 2, 3, 1 满足 问 


是 的 条 性， 
1.9 不 存在 ， 否则 在 所 有 被 an 整除 且 各 位 数字 之 和 小 于 次 的 自然 数 中 ， 设 为 最 小 。 国 于 ay， 
28, Iams a Sa, 的 各 位 数字 之 和 都 不 小 于 m, 所 kl 


o>10a, = 10. 一 号 10", 


[74] 


长 中 an= Í 设 g= 0 sh. 1015 + hi 10 4, BIR kn krona ki ko Aa 9545038 
=, Qe Ryd, r= 0.1, e, a lgi 9, TE rm。 由 于 110” 一 1 =9aw 8 z, 9808. Spl b= a - 
(10 - 10") ka Dura am Bb. 而 且 Obca, WE R... <9, 则 五 的 各 位 数字 之 和 等 = 
a 的 各 位 数字 之 和 ;如 迪 衣 "=, 出 的 各 位 数字 之 和 小 于 6 的 各 位 数字 之 和 。， 因 比 8 的 各 位 数字 之 和 
AJF m, Eb gm 整除, 于 6 的 选取 矛盾 ， 
1.10 wm ke Z+, 如 果 11=2&, W| 
19-8% + 1T = 18.82 1.1. (1 +63) + (18 — 1)=0Cmod 3), 
Ra n= dR +l, Wl 
19.8t7+1 4 ]7= 13.99411 D. 8.642 y IT 
= 13.82241 4 39.64% 9- (1 - 65): + (13 +4)=0(mod13), 
如 果 # = 4& + 3, W 
二 和 
= 15.8Sls-s+4.510.fd42e+4.2f1 -65)2 + (25 ~ 8)=0, (mod 5), 
出 此 可 见 , AHER ne Zt, 19.85. IT Epl 3, 13 或 8 之 一 整除 ， 
1.11 如 果 呈 =2， 则 答 个 2462 ~ (2 上 8) 被 Pp 整除， 寺中 EZ+， iW PP>2， 册 由 我 马 定理 (定理 25) 


25-!==1(modpy, 2" Dl (modo), m £ N. 
如 果 mæ- 1(modp), 则 有 
2m(p-1U (Po) = 227 L m — mp=0(modp), 
出 此 可 见 , 如 果 p 六 2. WEA 2- nii p Ep Hih n= (Rp- 1) (p - 1), REN, 
1.12 inadki, Hali ka 2, 3, e, Mata meN, 
mitn = mt + ARt= (m+ Ank? + ARI) -Am k? 
= {m + 2R- tnk y = (m? + 2 mË + 2R2) (m — 2mk + 2R") 
= ((m + kY + hR2)((m — h)2 + 82), 
是 合 数 , BB Ff (m+ R)2 + 部 大 于 工 (由 于 ki), 
1.13 设 " 基 有 时 目 到 求 的 性 质 。 如 果 它 不 被 2 整除 ; 则 SS 否则 ,与 站 互 素 且 小 于 85 m = 3 £ 
是 素数 ,不 可 能 )。 因 此 上 = 3, 如 果 # 被 3 整除 ,但 不 被 3 整除 ， 刚 同 理 有 n<, B n€ (4, 81. MEn 
2 与 3 整除 ,但 不 沾 5 整除 , 则 nwn<53, H 6|n, 31 në (65, 12, 18, 24}。 如 果 # 被 2,3 和 95 整除 ,但 不 被 71 
k, Maam, 口 301m BD n= 30, WARA R2>4, n iË pu ps =u Ps 整除， 但 不 被 pr 整除， 其 中 
2: pp Cp Pe 是 连续 素数 ;出 ngon E. ppro pit. 
hF 
pipo pns 10000009, 
所 以 k<8, HE MM k4 5, 0, T, SIP, pipe p Bun 与 noro bgaa FE. Ait E3. 于 
JE n haeam TIA 13, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 30} 。 经 验证 ,， 此 集合 中 每 个 数 都 具有 题 中 所 要 求 
的 性 质 。 | 
1.14 HES, Prokun a MIRBUE SË o EENE m € N AR. MRENE m € N 与 数 。 有 公 
因数 d>1, W m M, 事实 上 , 对 任意 mnENN, 有 
rn n-1 
(9n; 4) = (2 0*, a ) = (1 ra ax, a) = (1, a) =1, 
Eš jt o, 不 被 了 整除 , 从 而 不 被 加 整除 ， 现 在 设 m>1, B (m, a) =1， 册 定理 1 在 my 92 5 en Gas H 
HORER AH a, 5 ap >j, PIE milk, RRAZ 


x 
f- a, = > gr g¥ = až = gtl 


站 一 
k= ea, E- ü 


i- 
aà 
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g mel, (B atl 55 m E: 3, 因此 
si = P qx 
3 m 3 bi ( IR m=c1, 所 书 不 可 能 有 i 一 了 -1= 人 00) 因此 WE 由。 最 后 注意 1EN， 

1.15 回答 是 肯定 的 。 设 已 给 定 个 连续 整数 i, dy e, Gp 则 由 manga, 一 《91 一 1} 可 知 , 在 这 8 
个 数 中 必 有 # 的 倍数 e 和 四 的 倍数 a, WE j, MER ty 被 mn E, MERE =j ARE E 
d= (m, n), q= [m, n], M 

m= dq, d|a,, q|G,, 
我 们 证 明 , d 的 倍数 a, + d ik a, d 至 少 有 一 个 属于 集合 {el t, …， aha WATI, Mi 04 + d>o, 04 一 
d<a, 由 此 得 i dn+1,， £- d<1, A 2d>n, djn, Alt d=n>m, 5 d|m 8, TaS 
a, + d( K ABEZ 30 q, — d)yBi39 BR, AAAA utd) dg = mn 整除 。 
1.16 首先 证 明 , 如果 站 = 2, m€ Z*, | fin) =2n — 1, 事实 上 ,一 方面 ， 


2 (2n-l)Zn _ [2m+1- 1) .2m 


jel 2 


被 2" = 整除， 另 一 方面 ; 如果 Izc2 n 2 则 





不 被 2 整除 ,因为 也 1+1 中 有 一 个 是 坷 数 ， 而 另 一 个 不 超过 2 -1= 26 一 1, 因而 不 被 2 整除， 现 
Ein TEAR N 4= 2=p, Kp m€ Z+, 而 p>1 为 奇数 。 王 面 证 明 ， 存 在 自然 数 1<2n-1, 使 得 
2min B p| G+ 1), TE 


被 2" p = 站 整除 ,因此 Jo) cC2n— 1, AA 2" 和 3 与 p 互 过 所 以 由 中 国 剩余 定理 (定理 23), 存在 i, 使 得 
i=0 (mod 2%}, Jp -i(modp), O<ise"ip=2+, 

实际 上 1 还 满足 更 强 的 条 件 ， 即 1<2n 一 1, RAF l-2n-1=27ip-1, WIAR 2=*1 整除 , 而 者 了 = 
2n=2mtip, 则 J+1 不 被 P(>1) 整 际 ， 因 此 1<<24--1。 这 正 是 所 要 证 明 的 ， 

1.17 设 n=3r, 其 中 由 EZ+ 且 re 六 不 被 3 蓝 除 。 我 们 证 明 ,B=1+2 + 和 被 3=1+2 a" 
除 。 分 两 种 可 能 的 情形 讨论 ， 

情形 :r=3s+1, se Z+, KREE L, 有 

p-q= (2 23) + (4-47) = 29 (255 — 1) 
+ A (2-6 1)=0(mod(2™ _ 19), 
因为 
2m-.s_1= (29 _ 1) (1 + 2 + 42) = (2 -1)q, 

所 以 了 -9 被 g 整除 ,因此 ip 

WE 2 r=3s+2, seEZ+。 应 用 定理 1 有 

p-qg= (dn 28) + (2 — 4°) 
= agga 1) + 229 (23332  1)as0(mod(2™ —1)) 

与 情形 1 一 样 ,由 此 可 得 g|5, | 

1.18 没 吉 = 11ip, n=11sg, Rrh i, j € Zt, B p, q€ N 不 被 11 整除。 我 们 证 明 p=& (由 此 本 得 
m= 11), 否则 设 p>q (p<q 的 情形 可 仿 此 讨论 )。 因为 p 与 11 互 案 ， 所 以 由 中 国 剩 余 定 理 (定理 
23), 存在 9>0, 使 得 

t= {mod p), o= — (mod 11), 

FẸ, a=11k-—-1, 其 中 KEN, (11k -1, m) = (a, Ip) = p, (11k - 1, n) = (g, 1l:q)<q< p, 5321 
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(11 -1, 1m) = (11-1, nn) 了 矛盾, 证 毕 . 
1.19 我们 证 明 结 论 是 对 的 。 没 024 ~ bc 的 每 个 素 因 数 都 是 2 与 c BE, EATA MH fE 
ne Z, fE an+b i et + d 部 被 荣 个 素数 加 整除 。， 于 是 由 于 aod-be=a(ten+td) - e(an+ by, Ea 5 e 
也 被 pp 整除。 因此 B= (Gn +b) -an 13 d = (cn + d) -en 4598 p pk, Mil b, c. dyze p>1, SEPH 
条 件 涵 盾 。 现 在 设 对 荣 个 nEZ, 有 有 (an +b, cn+ 4) =1, 然 而 与 结论 相反 ,有 某 个 素数 p. 使 得 
ad —be=0(modp), assÜ(modp), 
(cs=O 的 情形 仿 此 讨论 )。 则 册 趾 国 剩余 定理 (定理 23), neZ, Hia 
on= — b(mod p), 
由 此 得 到 
an+ b==Ü(mod p), 
a(cn+ d) = clan +b} + (ad —be)==0(mod p), 
国 为 (a, py=1, E egn+ d==0(modp), B (an> b, cn + dy > p>1, 
FE. Heie, 
1.20 注意 , 当 m= 0 1, 2, 3, 4 fif, an=- 22711 是 天数 ,天 
932 4} = (231) +2= (2641) (28+ 1)(2t+ 1) (2 +1) (2+ 1) (2-1) +2 
= Ga,a,a + ZEA (mod dm) 
与 每 个 青 数 ou, ol G, Og, a, AER, 目 被 素数 os = 641 整除 , 但 不 被 它 的 平方 整除 , BD 
32 
不 被 os 整除。 十 是 所 有 的 数 Op Gi Gr ds, G, Gs, 86 两 两 互 素 ， 由 中 国 剩余 定理 【定理 <) Frk 
R> maxía,, Gn o, dah, E m= 0, 1,2,3,4, 5 了 时， 上 二 ](mod an), H k=- lí(modas), FH 
明 , 任意 形 如 ,2 + 1 的 数 都 是 合 数 , 其 中 ne N。 今 = 2mp， 其 中 mE (0, 1,2,3,4), p 为 奇数 ， 则 有 
中 .2 4 =% + {mod am), 
2 l=2™#4 1- (a, - 15 + 1=(-1)5+ 1(moda,), 
h.2" + 1l=Ü(mod dn), 
@n=2p, 其 中 站 为 奇数 , 则 
k2" 1==2"+ 1(mod as}, 
2"+1= (22) 1={ -13° + 1(mod a5), 
k-29 + 1=0 (mod o}, 
最 后 邻 #= 26p, 其 中 p€ N, N 
h.2" + 1= -2° + l(mod ag), 
2 _ 1 = 2% 1={ - 1)?° -1mod as), 
| k2" + 1=Ü(mod ag), 
BE ktl K TE3 op， dj, oe, de 且 至 少 被 其 中 之 一 整除 , Pit E S 3⁄2. 
1.21 给 定 自然 数 a>3, H h€ N 用 归纳 法 证 时 ,由 关系 式 
n=l, n ai =m —- 1, REN 
FARRAR n HAEA ml -1。 当 史 =1 时 ,有 1|la~1。 设 对 茶 个 上 EN,， DER mlo -1, Br: 
一] = ja， 其 中 GE 站。 则 由 定理 11， oe- 1 sat il ig nuca -1 整除 。 由 于 数列 OY 单调 首 
增 , 因此 所 有 的 #= Rs 是 不 同 的 。 至 此 问题 的 结论 证 毕 ， l 
HEI, 4 ua-2 BSI SE, MEREANA nol, 2133 nE. MIARA n> 1, 4 
n|2e_1. MWAI- 为 青 数 , 故 # 为 奇数 , 且 # HENAN p tp 232. AREARE, p'22-1 
-1, 使 p|2-1 的 最 小 整数 记 作 4。 我 们 证 明 , AAE m€ N, 由 条 件 p| 2 一 工 可 推出 条 件 din. 事实 
E. 设 m=dg+r HP g, r€ Zt, r< d, 则 由 定理 11, 
{ 81 


2=_ D) - (X 1) = V (222 - 1)=0(mod(2s —1)) 


W p Ek, BEE p|2r-1, Mj p12' 1。 由 于 数 和 的 选取 及 di>r, GE r= 0, TE, Apl- 5 p| 
27-1104, dl# 与 dlp-1。 但 是 ， 由 于 sn 不 含 小 于 Dp 且 不 等 于 1 的 基数 ， 所 以 (m p-1)= 1, 因此 
d=1, 由 此 得 到 ,2!: -1=1% p 整除 ,而 了 之 1, 88. 因此 #5 不 能 整除 如-1 

1.22 设 结论 不 真 ， 即 只 有 有 限 个 mEN, EH k=l 2, oe, nal a> EA 


td, = gu, 
ANERE npm, MRF A= max {m} El Az 为 上 界 《因为 AzA Ar), HEHEA n> 


N, 有 如 = mazie,- dat = AnA FE kE 11, 2, nr, HÚ l}, 使 得 a,2>a,), BD Aw = Ay = Ap 
， 所 以 数列 {a3 也 以 Ay DEA, BAH i=1, 2, =, N-11 a, <0y, Ik A;= az, B—Ji8i, 2 N 
的 因数 是 形 如 2d 的 数 和 1 二 其 中 d |N. 因此 ol2N) 2 +1， 从 而 


EN :一 Bon) tE +} =y 十 gyr >o = Ay, 


E. lieu, 

1.23 我 们 证 明 ， 对 每 个 n=r'1 -1， 其 中 ?EN， r>3, J Qn) >Q). 记 m= [n+l,n 
+, ` `" n+ Rl, 当 了 = Z,» `" h BR, 8 n= —- (moj), Etin, j) =l, H (z, n + J) = 1, ATU Cr, n} 
=Í, B OG) ne ntl "ry D+ Ë] = [m m] = nra, 再 -一 方面 ， 和 十 请 十 荆 = rR] + R 22 R iik. ma 
n+l=r- RPE ATIR R BEDE, 因此 EEEN kia massa, 秽 且 也 被 44+ 玉 + 整除， 于 是 

OG)= In+1, =, ntk, n+ h +11 
= [mns k +1]< mn +D) 
因为 k>>2, r>3, 所 以 | 
Qin 1 < mn + mn k+l) zif n Atl) 


k+l Ye mn oa, 
<i s(t a a LO 








2 2 
AEEA 89 DE PJ, 
1.24 J mhr h € N HATAR 2 的 指数 ， Ñ R=2mi kh B. 
5 gik) 
S= -2 1 a s 


注意 ,在 1, 2 e heg |3 | 个 偶数 ， irawan [7 IABE AAD A |> Pr 
被 BRNE mika O, 1, 2, —-, 并且 从 某 个 适合 2u>n BBM | — |= Uyana |= == 
0)]。 因 此 使 m(R)E08 2 mab ke 0, 2, e, ny 的 个 考 怡 为 l 


于 是 ,由 于 | mer |0 
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MEESTER, DERRATE RIZR GEE P EN, 有 


"ni Ifon Je Ñ 1 / n+1 
Sans È -yai ym S" 2 y Í PaT 1) 
M i H 1 
= 一 + q- y — -... 一 ` —.-. 
É (n i 1) > 4" Ne a” 


Sgt g giau T 
因为 2 L, 
所 以 -< 


村 是 S< 3a+ 3 ， 邑 得 医 澡 区 等 裤 。 结 论证 毕 。 

1.25 RERA p. IINE, PB BDE SX gm = p" I lO € ZY E Pk l gk ERT 2 BJ 
AAR, PAE AAR m>12>0, M! 

再 加工 = 人 《六 
被 p+1 SEDE, EJE 
Cam, m) = (2+ (p2-1), pu r 1)= (2, ph, 
现在 考虑 数列 {mj Rm pik. 4 KT p MARERE EA, FEE uPBt S F39rSI (G, 的 性 项 可 
` 81, RFH A AAEE KF p ARARAT, 因此 此 集合 县 非 室 和 的。 设 此 集合 的 最 小 数 沪 am， 则 
hlan) >p, h(e, -1)= h(p' ”)= p, 
Áin- 2) = hp ~ Lye mox (T, RO sm? — 3)} = 
=max{h{ pt" +1), kip +I), e, hR(p+ D, h(p - 1) 
= Max {A an), A ama o, Roh hp- Dap, 

BERDA h(p --1)<p, 3EE Elm BW Bra SI, Z i=0, 1, m-2, m-1, A kaap, BA a,=1 
(mod p) JA, h(Gaj)< p, TES EBI SR p, MAJER n= p?” — 1 的 数 都 满足 (nn) <h(n + 1) <h 
(12) HE p XBR n AE, REE n ELET, 

1.26 首先 证 明 , 有 无 限 多 个 形 知 #= 2* g, EA almom], RR ke N. WA n= 2 E 
+; 0 (n) o (n + 1), BH 

l- o (2) >à (2° + 1)2>1. 
因此 o{2*+1}=1, JA 24 1= p=, 其 中 mEN, p HRR., RD m= 2 1, WJ 
= pu - 1= (pi -1)(p'+ 1), 
妇 p'+1 5 pi-1 8EEE 2 0933. hitita p'+1=-4,pi-l=2, BD p=3,1=1, B k= 3, UR ms 
#x, Aml, RUTH 
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= p”-l={p-D)(prt+=+p+1, 
TA, KTI 的 奇数 p + 中 + 为 2 的 方 蹇 ， 了 矛盾 。 因 此 二 =1， 邵 有 将 + 1 = 有。 如 果 六 =2r,， 其 
中 r>1 为 奇数 , 则 由 定理 11, 

p =2" + 127 L 1=0(mod(22 +17), 
ES p U F p 0988 227 + 1 整除， 不 可 能 。 FE k=24, gEZ 。 至 此 我 们 已 经 证 明 ， 存 在 无 限 个 
REN, hk A 3 3 2 HAR, EJ o (23) Co (2*+1), BEREA o (2) Co (2* + 1) BJ h RB 
也 适合 o(2*'+1)< a (2° + 2), WMP LRRER H EEKAN 和 = 25725, 使 得 对 每 个 是 = 开 + 1, Ra + 
2, e, 2kg- 1229611, HA 

(2 -+ 1) pe (7 +2) =o(2(24-14 1)) =1 +o(2t +1), 
由 此 得 到 
(2i 1) >l +o ?1+ 1) 
因此 ,如 时 用 入 之 Dy 之 表示 巡 统 素数 , Wil 
Blt Dpi pre pa = (2:3.5.T.11)(pe Pre) 
~ = 226 1 1, 

FA. AHE. 


$ 2 方程 的 整数 解 和 有 理 数 解 


2.1 将 方程 改写 为 F= (u -l)(u + 1), 
Rj r, BEN,a-lBb+lEe2Z+ 者 是 2 的 因数 ， 即 # -1=2? y+1=24， 其 中 p， 48E 2*, p<9。 内 此 
22- 2° = (g +1) - (y - 1) = 2, 

RD 27(24~? 一 1]}=2。 HR, q- p<1, 否则 奇数 22-? - 12>1 将 是 2 的 因数 ， 不 可 能 、 所 以 9= p+1, E 
2°(2-1)y=2, Hi p=1l,q=2, 从 而 y=3， 经 验证 ,y=3, z= 3 为 方程 的 解 。 
2.2 因为 o, b, ce, de Z, 所 以 方程 
(z+ ag + c) (z + by + d) = 2 
等 价 于 方程 组 
z+ag+c= p, 
[abad 
其 中 p, q€ Z, B. pg =2, 对 给 定 的 p, q€ Z, 上述 方程 组 至 多 有 一 个 整数 解 , 国 为 方程 组 的 解 是 唯一 的 
《注意 条 件 a==5); 
p-gtd-e 
To-b 


y= z=p-0-ay. 
广 意 , 适合 D9 =2 的 不 同 整 数 对 (p， 们 共有 四 对 : (1, 2), ( -1, - 2), (2, 1), (-2, -1), 而 且 椒 辣 的 整 


数 对 p, q 确定 不 同 的 解 ，y。 因 此 方程 至 多 有 四 个 解 ,而 且 当 且 仅 当 卫 4 人为 整数 ,也 色 


村 愉 有 西 个 整数 解 。 丈 时 


为 整数 , 即 (a -区 12. 如 果 s-b= 士 1 则 二 L995EZ， 如果 -b= 士 2, 则 ELLE yg 


要 且 充 分 条 件 是 ,d - c 为 霄 数 ， 因 此 当 le -b=1, 或 la-b|=2 生 c-d=2k+1, K R€ Z H RAR 
ENNE, 
2.3 izr, yeZ 满足 方程 , 则 
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P = (z(z + 8))((z + 1)(z+ T))= (2 + 8r) (a + 8zr + T) = 22 + T1z, 
HP z=x*+8z, aR z2>9, 则 
(zr f)? e a e bz Yela t Tzs pya" t Br e 16 = (z + 4)2, 
即 ° APR RA #5 92 Ba y 22 Bl, +a BE, BE r + 8z= z<c9, EER) -9ra 38 r= -9 
-8, … ,1 依次 代入 方程 可 知 , 当 %= —9, -8, -T, -4 -1, 0, 1 时 ,T(x+1) (z+T)(z+8) 才 是 系数 的 
下 方 。 国 此 原 方 程 的 解 为 ; (—9, 12), (-9, -12), (-8, 0), (= 1, 0), (- 4, 12), (-4, -12), (-L, 
0), (0, 0), (1, 12), (1, —123, 
2.4 igr, yeZ 满足 方程 ， 当 2 人 0 时 ， 

{x+ 1)2= re, 2r? lert dr? + l= pytt Aet t 4= (z5 + 233, 
HEEE cy a + 2, a DEEE, TAE 4 r= - 2 NARRAR. BE TEE 
P30, MT 

(2 + 2)? = gË y 42 y Art a Brt e 1= tz 1 2z3 + 1 = rtl, 
由 此 得 到 ， 
- (234 2) = | a 222 |z3 + 1] = — (z23 + 1), 
5 p 28 SB. 5r- -1 工时 ,方程 化 为 -1= 纺 ,不 可 能 ， 最 后 ， 当 闻 = 人 时 ,1 = 其 。 由 此 得 到 广 程 的 
解 ，Y= 0, 4= =1, 
2,5 iz, yeZ 满足 方程 , 则 
m? + 2rp + = w + 29, 
Rp (x+y) = zu(zg+1)., 
站 时 ry 0. MH 
zy + l>a zu (zu + 1) Sap. 
-sy -l< zg(zu+1) <- zy. 
WHE lr +y 仍 趟 能 是 整数 ,了 矛盾。 于 是 型 =0, 或 Ty= -1. 在 这 两 种 情 撒 下 , 方程 等 价 于 z+y=0。 因 此 
有 z=y#=1, 或 者 T= -4Y= 土 1]， 直上 比 得 到 方程 的 整数 解 : (0, 0), 3, -1), (-1, 1), 
2.6 izr, VEZ 满足 方程 。 如 果 zz0, WJ 
e= B ia 24 r? y 32 r IÍ 15 =B a 322 + 4 + 2), 
因此 = 2z, 26 Z, B sr +3z2 + 4z+ 2, 因为 
(x+ 1}? = r? + 3a? a dz t letat + Gart y 12z B (z + 235, 
所 以 了 +1<8<T+2, TARE MR rg- 2, Mnl -r- 220, ys ~ 由 也 满足 原 方 程 , 这 是 因为 
(ri+ 2 一 对 = 一 人 -p =i 
但 如 上 所 证 ,不 可 能 有 zi320。 于 是 -2<2z<0。， 由 此 即 得 唯一 的 解 : 
z= -1,y=0, 
2.7 FA Rn AER, N s= 28， 且 
nt = 16F43==0(mod 16); 
bum n AAM, HM)n-1, 1+1, 2+ 1 都 是 惕 数 , 且 # 一 1 或 4+1 被 4 整除 ， 因此 -1= (n-1)(n-1) 
{m2+1) 被 16 整除 即 n=l {mod 16). AUA EZE ritate + ri PRU) 16 的 余数 等 于 了 I，Xx2，…， 
zu 中 过 数 的 个 数 , 即 趟 超过 14， 另 一 方面 ,1539 = 1600—1==15(mod 16)， 这 表明 , 不 论 未 知 量 取 什么 幕 
数 俏 ,要 使 方程 的 左 端 与 右 端 相等 是 不 可 能 的 , 妈 原 方程 无 整数 解 ， 
2.8 原 方程 的 两 个 根 为 
r= —5g-+ (25 at- Dbd. 
如 果 z 为 整数 , 则 25 a2- 5 b+ 3 为 整数 , 因此 , 2502 - 55 士 3 是 完全 平方 数 ， 由 于 250- 5b = 5(5a2 - b) 
的 末 位 数 为 0 或 5, 所 局 25a2 - 5b-+3 的 末 位 数 只 能 是 2, 3, 1 或 8。 ER, WR ESE SS 2 E 3, 
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则 它 的 未 位 数 只 能 是 0, 1, 4, 5, 639, 7A., BUT BSI > 不 是 整数 。 


2.9 ” 设 康 方程 的 解 2 
btw b-i Jac 
O 
中 至 少 有 一 个 是 有 理 数 , 则 w 更 -466 ERAR, HI b2- dac ERA deZ By (MLREPE 61), BAe, 
b, 5 是 奇数 ,所 以 q 也 是 桨 数 。 此 外 ,由 于 (2n Iy = dnt nT 1= nt#+1) +l, Ale, 
I oc=l (mod 2), —4ac==A(mod 8), b2==1(mod 8), di=sl (mod 8), ; 


WTE b? - 4 acs=5(mod 8), RER, FA dt = b° - dac 不 能 成 立 。 于 是 诛 方 程 没有 整数 解 。 


25 -3= rz /8 9 3 -2 BD,. k 
BI (z+g-2)a/ =2 Jey — 3. 
于 是 (r+ -2729+12 ry- 12/35 ry. 
因此 V355 为 有 理 数 ， 从 而 z+y-2=0,2 Vy = 3= 0. < 
GEM, V3 = VEUS 为 有 更 数 ,不 可 能 )。 所 以 ,VY WE z+u=2, zy 于， 也 到 是 方程 

-2th = T+ 
的 根 。 由 于 Trop 所 以 原 方 程 只 有 一 个 解 
„3 „1 
2 1 y 2* 


经 检验 , 它 确实 是 方程 的 解 ， 
2.11 注意 ， 原 方程 有 解 ， 例 如 X=y=z=3x1983 即 是 一 个 解 ， 现 在 证 蛤 , 仅 有 有 限 多 组 数 f, ps 
ze N 满足 原 方程 , 其 中 zacyscz, 事实 上 , 2 z, yzEN RRAN TKA 则 


1.1 1 


1. 1 1 1 1-3 
z 083 r ty T 
由 此 得 到 , 19832.z<3.1983, A > hpa E q 21933 个。 对 了 的 每 个 人 ,有 
1 1 1 1 .2 


983777 y EST 


Bp v<2- E <2 x 19892. 
因此 可 取 的 信 至 多 有 21x 1988 A. RE RUR z 与 BARTEN z iD — E. TEER 
rayar 的 解 至 多 有 23 1983 47, AD 8 ERAR 6 x 25 x 19835 个 。 

2.12 go, beZ, B 502 Tb>0, u= s]. Mj o= b-5u F eb Z # 2 0, 1, 2, 3, 4) ih 


ig. HH Tlb= T(Su r 6) = 358 + Tu F a- -Tup -us w, l u= Ü EE, é g= z2= 0, r=g- Tu, 


| 2> = 0, 当 9= 卫 时， 会 ia 1, z=0,z=G-—- -u = 2, DES -2> -1, Bl z>0 (PI r€ Z), 5 
u= 2 W, £ u= 0, z=], x=6- iu- 3, 则 z>- 革 -3>- -1, Blr2>0, 4v=3 H, r g= zs l, z=a— 
tu ~ 3, B) zp 5> - 1, Biji z2>0, Rp4 us 4 kti, 3 = Ü, z=2, z=a- T 5, ne> -6 
-1, r20, hi TIL., EIRE F.z, y =, uE Z+ ME z= a- Tu -— 3z-2y, Jusb-v=b-22-y, f 
Bi tB 8 1 EW. 

2.13 由 第 一 个 方程 得 到 , z= - 他 + 内 将 它 代 人 第 二 个 方程 ,得 到 

z+ (r+ = —18, | 

兹 简短 到 ,zy (z +) = 6, Blzyz= ~6。 这 说 明 , 原 方程 组 的 整数 解 *,y， z 应 是 6 的 因数 士 1, 12, +3, 
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加 其 由 有 旧 只 有 一 个 是 奥 的 , 并且 这 个 负数 应 奸 绝 对 值 最 大 的 。 据 此 逐一 检验 , 便 可 求 得 所 有 的 解 为 


z= 一 和 z= —3 r=2 r=1 r=2 r=1 
z= 2, z=1, z=1. z=%, z= -ł, z= 一 人 


2.14 itp, gE {l, 2, =, 100, HreQ HEDE m+ pz+ 和 =0， 击 于 方程 堪 端的 多 项 式 的 所 有 
系数 都 是 整数 ,上 且 首 项 系数 为 1, MURES 60, 此 多 项 式 的 任意 一 个 有 理 根 (包括 +) 都 是 整数 。 现 在 证 
明 , —-3<cx<0, 事实 上 ， 如 划 工 20, Hj z" + pz +q2eg2>12>0., WE rg -3 Mrt prg- -3p 
q- P - 3 +100<0. 因此 只 能 有 了 = -1, 或 ?= ~2。 将 2= - TIKA QE, #ig]q=p+1, Cg 9 
对 p. g 所 满足 ， 同 样 ， 当 z= -2 时 有 =2p 二 3 了、 它 被 村 对 了 ,9 所 满足 ， 册 于 条 从 9= p+1 5 q= 
2 p + 32 不 能 同时 满足 (注意 p>>0)， 所 以 所 得 的 所 有 数 对 各 不 相同 , 因此 其 总 数 为 9+ 34= 133, 

2.15 显然 z=y=z=1 是 方程 的 解 。 如 果 方 程 还 有 其 他 的 解 ， 则 从 中 选取 y 2, 使 得 a= |z] + 
igl + 1z| 取 到 最 小 从 。 注 屿 , 对 任意 mnEZ, EA n= 2k, R€ Z, Eh n dk mod 4), H4 n = 2R + 
1, 让 时 n= 452 + 3 + 1=1(mod 4). BQ, IE z2 + ° eR G 0, 1 或 2 与 422 模 4 的 余数 【为 和 
或 3) 祖 辣 的 情形 只 能 是 , I, p, 2 aR BP Hl z = 2 zí, p= ZU Z= 22, Fr t yo 26 Z. I z: + 
= 322, FEDIL i+ yi 321, B. m = 1211 [+ luil + lal <a m a <a, Sr, p 2 JAEL PA. SER 
JEA- HR z = p= z=0, 

2.16 注意 ,如 果 T, y > 是 原 方程 的 解 ， 则 对 任意 te Q, iz, iy, tz 也 是 解 。 因 此 如 果 某 个 非 于 的 
AAA rem. T z= 满足 方程 , 其 中 m, l, p EZ 不 全 为 淮 ,n, k, q € N, 则 非 零 的 整数 组 z. = 
fr, y= iy, 2( = Hz dH RE. E, Qi h=nkq. Wd R. m, to 2 BJROKAY S, H| z;= fti, 办 = Éy 
总 = lz 记 满 是 方程 , 其 中 在 = 了 地, 并且 它们 的 最 大 4 RARA L BARPA, zl = 39( - pi- dzi + dryp) 
被 3 整除 . AE = Itp neZ. MK yit Bag + Iel- 92yz = 0, B) T= ya p= z Z= z 也 满足 方程。 
TAE u= 3ys, ua G Z, HB x= z, = xz, z=y UB n yE, Ai Z= qza， z€ Z, TE., Zs, My, 2 部 被 
3 整除 , 55 Xu Ska EE 5. AEN, 原 方程 有 唯一 解 。 

2.17 mm= 册 =2=0 是 方程 的 解 。 设 方程 另 有 解 {z, u. 2), 则 方程 的 右 问 7 被 4 整除 , 否则 x 与 
站 都 是 奇数 ,因此 

| Pl (mod 4), ;2:=1(mod 4), z2*2u2==1(mod 4), 

XH z ARRE, zi + t + 22==2(mod 4), MA Aaa + p'a =od 4), Biz, y, 不 满足 方 各 
ryte, PR, GE TEREA ty + 2 S 4 05 3Ak ET rz, 有 bz 中 奇数 的 个 数 ， 因 此 方程 
REER r, y 2 都 是 偶数 时 才 被 4 整除、 所 以 X=27, y= byn Z= 22, ER ziri+21= tii Jš 
一 方程 Sm nw 4 整除。 于 是 同 理 可 得 ， 
LT1= 2Zy, 用 = He, 2 二 2 

H zi yit rie 10 22 2, 
继续 上 述 的 讨论 , 便 得 一 列 整数 组 

| £, = s... He = s. Zs = -os k £ N. 
痕 是 任意 非 零 的 整数 不 可 能 被 2 PUT ap PRYI z, p, z 42 0, AE ze = a = za = Ü R DE s 82 8588 
一 解 ， 

2.18 满足 方程 中 = 友 - 姑 的 每 个 数 对 z，8E 六 都 对 应 着 乘积 为 培 的 一 个 数 对 p=g+z，g= 直 ~ 
闻 。 国 此 这 种 数 对 的 个 数 a, 不 超过 时 的 不 邮 的 自然 数 因 数 之 个 数 。 所 以 对 所 有 的 素数 s, 均 有 a,sc3, 因 
为 当 # 为 素数 时 , 二 恰 有 3 个 自然 数 因数 。 因 上 时 对 问题 (2) 的 回答 是 否定 的 。 其 次 ， 每 对 奇偶 性 相同 且 满 
E pq= 了 的 数 对 p. 4 部 对 应 着 一 对 数 对 
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并 且 当 县 仅 当 | 
2r=p-q= 1> -ga>2n, 
4 
: M < | | 
时 z>n, yo F, le Np, q=3 jE Z+*, p=2%-t, Ep, (ARR. 因此 ， ETF 0, 1, =, E- I RF 


. PL- I 22. Tj a,=l1, 由 此 好 本 证 明 问 题 (的 断言 。 


2.19 我 们 证 朋 , 如果 对 其 个 zEZ，f(z) =zt + 4" 是 整数 , 则 此 数 要 人 么 不 超过 5, 82 5k. ms 


上 ,如 果 x<0, 则 1(0 不 是 整 歼 。 其 次 , 当 z2=10 与 z= 1 时 ， 
JO) = O44 465, f(D = 4+ = 5, 
如 果 2z=28, EN, M l 
. F(T) = tht d> = kt + A-D); 
BEA., mR r=2k+1, he N, ij 
Fr) gt 2.422 (at +t) + 2t) ~ dr (2*)? 
= (zt + 2 (2522 — (2r. PY 
= fe? + 2r. 2 + 2 (22)2) (22 — 2x- 2 + 2 (22)2) 
= (e + 27)3+ 22) ((z - 2)? + 22), 
也 是 合 数 , Pp qt hik EI 位 士 29?+22 都 大 于 1. 于 是 如 果 p2>5 HER, 则 等 式 i+dr=p 对 任意 
z€ Z 都 不 成 立 , 即 原 方 程 江 有 整数 解 。 
. 2.20 igr, p, z€ N WEHE N ((2z)s+ (2-1) = 3, BHA k= (2r) +1 38 m = (2z)= —1 
HAR, #k (h, m)= (k, k-m)= (h, 2)=1, Mi 5 m E 3. 因此 由 定理 22, 存在 p. q€ N, Eko 
P, m= qti, 于 是 2= p'1-q'it= (p-q)(p'+ p''lg+ +g), P39+1, 因此 ,2>p'+ p''q+ t 
q'>p'+ ">p + q>2q2, FA. MADERA ARSA. | . 
2.21 对 用 归纳 法 证 明 更 强 的 结论 : 对 任意 n€ N, 存在 zh Za, v "Z€ N Ti W Sul, 使 得 
Zl r+ ` +Z = Nš, 


当 #=1 时 ,结论 成 立 (只 需 令 妇 = 克 =3 即 可 )， 设 结论 对 1>1 成 立 ， 考 上 相应 的 数组 z, Te Tas Vas 


并 令 i | Tml BL, Has1 = HAL, 
因为 Ha HRR, E ht, PHA Tarlt Hnti eN, EB teil, 于 是 数组 Tis Tay =s" Taris Mn+l 满足 


siape e tatr my haty =p hi Pyat] Byr = (#, a) M 


Hint1 = lt 2), 
即 结论 对 x+1 也 成 立 。 
2.22 因为 方程 中 mi, ma, =, dio KEREY, 所 以 z1=1 或 0.: 下 面 分 两 种 情形 讨论 。 
(1) # z= I 时 ,rs + Tg + os +m l, A ETE EIE Sk zx, Tynu 2o By 8 — 28 1, HEHA 0. 
这 种 取 什 方法 有 C1= 9 种。 | 
(2) 4 r=0Rf, a+r t etnon, 因此 在 非 负 整数 T z,, …，zis 中 可以 怡 有 三 个 为 1， 其 他 均 
为 0, 也 可 以 怡 有 一 个 为 1, 一 个 为 2, 其 他 为 0, 还 可 以 恰 有 一 个 为 3, 其 他 为 0。 所 有 的 可 能 取信 方法 总 
wE C+Ci+ C1= 165 种 ( 见 定理 96) o | 
于 是 原 方程 共有 174 个 非 负 整 数 解 ， | 
` 2.23 和 如果 #= 1， 则 对 每 个 z€ N, nem, m= zn 满足 方程 。 现 在 设 n>1。 W'BIBRLE 
(定理 23), 存在 无 限 多 个 自然 数 z, 使 得 
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m. 
,一 ---. -= rr 一 一 .. -  .... . ULU LLL l ——  —— 


dias jk - 


F . ` Š S | za) moda jiy a,r t= — L (mods,,:}. 
把 个 这 样 的 = 对 应 着 -一 组 问 然 数 


z z `. ` Z .: z+] 
HE: = -— H: 一 a t= — — B+ = 一 `. 
| q, Ta arl 


记 Tr, 二 n N, i=l, 2, n. tfi, n +1. 由 于 
TP +Z + + 工 % = CH ys + {nr + + + (nvn)" = fi° + t + --- + H° 





= m n = n= (na) = pp, | 
请 以 m 2, …， Zn zori 是 方程 的 解 ， 对 于 不 局 的 2， 相应 的 ri Ta `=, Zo Tai 也 不 同 ， 所 以 原 方程 有 
xE 2 4. | | 

2.24 APENRE 23), 存在 整数 nE [0, ab), E n=0(modb), E n=c(mod a), 因此 
Ra=by=c- ann, hz yeZ, WA 0O<byu<ab, 所 以 Oya - 1, B nec(a -1)b, PBH c- r= (a- 1) 
xb, c>(a-1)(b-1)FJA, ar >(e -1)(b -1) - (0 -1)b=1~0>-0a, Biz2>-1, Bikz, yE Z 是 不 
方程 的 解 。 | 

2.25， 设 方程 的 正 整数 解 z, y z 两 两 不 同 , 3 E ESP 20 SZARE ED luz, yrz. 
zly, SIE zg = Zu, z= Ty, zz= gu, HH u, u, a € Z*, PR (zuz)°=zruzuuu, 由 于 ruz==0, 所 以 
vw = ryt, TE, z u= zu = gt = zgz = uutu, MTB 22 = ut, g = uo, 22 = uo, Bess uw, p= wa 
= vw, $ nasu, m= Vu, k= u, Wr=nm, y=sk, z=mh, Ær, gz 代入 原 方程 得 到 
nik- m)= mb 1, &k-m=1, Wjrsm+m-1, 于 是 了 = mm +m-1), u= (m+1) (m' +m -1), 
z=m(m+1). E 25 m= 1, 2, … 时 , 上 式 给 出 了 原 方 程 册 无 寻 多 个 符合 要 求 的 天 整数 解 。 

2,26 itr, 如 EQ 是 原 方 程 的 解 , EH & € Q 38 m £p 和 为 att bi>0, Sq PIB E 
aRt +b dH kE ESAR MAE ak + bk0 的 EQ 有 无 限 多 个 .i 


_ 0- uum - Zbkia _ {b-ak") y +2 „Zaks, | 
GË”>+ , ak? — 





FEJ 


asg + by? = (b oR) (eza + byg) ahe bisa + bui) 


{ak + 
PETE Ser Wr CEMER, ATEHER zx, yeo 可 以 导出 所 应 满足 的 方程 组 
Talx, + To At + 2by R +b(z;, —x) = 0, 
lat. + Ho) k? — 2arok + b(⁄ —1) = 0, 
= az 和 + bua = 机 ， 所 以 方程 组 中 起 的 系数 至 少 有 ~ 个 是 非 零 的 。 Bü ESE h 8335 Bi 个 
T MRLE HRR o y 只 有 于 对 ， 则 满足 9&2 上 mb 二 0 的 EQ 至 多 有 nA, FE., AER 
Pma ku FRE. 
ik: 上 面 络 出 的 解 ze, p, f B.B a UP 8. 在 坐标 平面 上 ;点 (30 y) 5 (za p.) EHRT- r= 
k(u- y) SR as + by*=1 的 交点 ,所 以 无 需 计 算 即 可 证 明 z, 与 DAER. PAE, Hak +b 
有 时 ,go 与 如 是 关于 y 的 具有 有 理 系 数 的 二 次 方程 
otro t+ kly- yo))?+ by?= 1 
的 根 , 所 以 由 事 达 定理 可 知 ,加 + Wy NH BS. Hk, € Q, H. z,==z,+ hy uo) € Q. 
- 2,27 iz h3- 3bhm2, p = 39üh2m — bm2, 2= oh! + bm2, k, m € Z , WJ 
aiak? 一 3bkm?)? + b(Sakšrn 一 am}? = (ak? + bm"), 
因此 z, p, z ASE, TAER, ERSAN k, me Z, 使 得 由 上 面 的 方法 所 确定 的 z, y z€ Z 
满足 (z, s) = 1, 首先 庄 意 ,如果 k, m, a, b 两 两 互 素 (根据 条 件 ,6 与 6 EÈ), 其 中 恰 有 一 个 为 偶数 ,并 且 
k 与 亚都 不 被 4 整除 , 则 了 与 了 蕊 素 事实 上 , 由 于 k, m, a, b 两 两 互 素 ,所 以 
(Ë, y)= (k, Sakti 一 pf) = (R, bm2) = 1, 
(m, z) = (m, ak? — 3bRm2) = (m, ok3) = 1, 


=ar + bia = 1, 
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又 因为 5 与 3, 所 以 5 bhh A 3 É, FRR b. a F#3 整除 的 情形 是 相仿 
的 。 于 是 , 由 于 30k- bm 为 奇数 ,bo 不 被 3 整除 ,所 以 ， 
(z, y) = (k (ak — 3bmy, m(3ak2 - bm*)) = (ak? - Ibm", Jak’ — bm’) 
sC (3 ak? -9 brr, 3 akt- bm) = (8 bm, 3 ah? — bn’) 
= (bm*, Jakt- bm) = (bm, Jak”) = 1, 
其 次 设 a, 5 全 非 零 , 则 取 疡 = 3]ab| +1, m= (61ab| +17, Erh le N. FRIE, k, m, a, b WELKE 
说 的 条 件 。 BICHI k, m 所 确定 的 zy,z 是 方程 的 符合 条 件 的 解 ， 而 且 不 同 的 数 对 k, m 所 确定 的 数 
组 z, y, 2 也 不 同 ; 因为 z= b+ bm 的 信 不 同 。 最 后 ， 设 与 5 中 有 一 个 为 不 妨 设 5=0, a= 0 的 懈 
形 可 仿 此 讨论 。 此 时 取 s=2- a, 联 y 为 与 a 互 素 的 整数 , 则 
az + E= fo 上 有 .起 = 25, 
iE, 
2.28 =>, y, z€ N 满 是 n>1 HEBDE, H z<n, yar PIRI. WIRA, # 
(u+1)'= lt tr mz = n> u", 
B:p+12>z>ys, RIER v, z€ Z 是 不 可 能 的 ， 
2.29 设 zEN 满足 #>2 的 方程 。 记 y=*+1>2。 则 有 (~ 了 "+ 二 = (u+1)", 由 此 得 到 
0= y+- (~ 1esl-(-1)"(mody). | 
$n n 为 奇数 , 则 0=2(mod g), 从 而 y=2, 且 0=3-1- ->0, 不 可 能 ， 因此 s s HAK. 其 次 , B338 
二 项 式 定理 , 当 n 为 偶数 时 ， | 


(la D pny+ 1(mod 5, 


0= (u+1)"— *— (u — 1y'e=2nu(mod g), 
Fih 2n==0(mod g), 从 市 262. MEXT y b5yitha ki y, 得 到 


(+3) 0) 
男 一 方面 , 由 贝 努 利 不 等 式 { 定 理 曙 ,有 ， 
1 _ u: _ 
(+y >1+~ kas Tas Ts 
TE, BBKE EB 2k, | 
2.30 HENT, ve Qik yE, TRER, TREE eQ ERKEK. HERE, mF = (z+ 
xz)”, BH rtt = z: (1 + 2)", Bit z= (+a), aP, T= 其 中 px dim, REN, H (p. D= 


(m, n)=1. 则 
-eA 


BE meqo = ne(p +q)”, A3 (mt, n) = 1, R neg, AA 

(ip +0)", q°) = (p+ q, WD?= (p, Q)? el, 
He q ns, TEn, Ai WR >l, MEP 的 素 因子 分 解 式 中 ， 每 个 案 因 子 出 现 的 次 数 既 是 e 
的 倍数 , 也 是 9 的 倍数 , 因此 是 pq 的 倍数 ， 所 以 在 9 的 素 因 子 分 解 式 中 ， 每 个 素 因 子 的 方 材 是 的 信教 ， 
因为 对 尾音 gE 民 , 均 有 2<29 故 得 矛盾 。 这 就 证 明 g=1。 因 此 ` 

z= +z) , y= + z)”, ZEN, 
经 检验 ， 上 面 得 到 的 数 对 T, ,yeN 是 原 方程 的 解 。 
2.31 设 zEZ 满足 方程 , 则 | 
: (z+1)=” _ 1989538 
er T9889 < 

上 式 两 端 都 是 婚约 分 数 ， 因 此 玉 *1= 1988158. HR z2>1988, py 21>>198899。 dR 0<z<1988, MW 
N 90] 


319881988 k r< - 1, 则 记 y= - (e+D), 由 原 为 程 短 到 100800 = 内 此 zy= 1888, 所 以 s= 
一 1989， 经 检验 ,了 = ~ 1989 是 原 方程 的 整数 解 ， 
2.92 设 x=m{4A-1), m, h€ N, 则 - 
| 1 — 1 . A 1 
Rm  RmMOkR-D mü h-1 n’ 
因此 方程 有 解 += km, p= hm(4k - 1), WER z= 29, vk= 21 HEDE Ring, r€ 23, Zi, pr 为 奇 
数 。 此 时 ,如 果 gacr, W| | 
Liey 2 mui 
riry tirn + 2 tyy 
因为 n AARM q + r +2= q, 不 可 能 、 同 理 , 9>r 也 不 可 能 ， 因 此 g= r, E a= SE ak, M 


而 奇数 z, 与 n 之 和 被 4 整除 。 这 天明 , 它们 被 4 除 时 基 余数 不 局 。 注 意 ， 如 果 在 z: 与 殷 HERTA 
式 中 所 有 形 如 4 一 工 的 素数 出 现 的 次 数 相 同 , 其 中 k e N. WE zl 三 (mod 4), KTA, Mit, FERR 
p=4h-1, keN, 使 得 

Ti= PFs th = Dt, 9, s€ Z+, Hu, 
其 中 Xo 5 ih KRD 整除 。 Wu<u(u>u 的 情形 他 此 ], Wu ru>u R. 


2 4 
 pu(z; + pe“) 





被 整除, 即 # 具 有 形式 : 
` n=mp=m(ák-l}, 
证 毕 。 
2.33 没 题 中 所 说 的 自然 数 集 合 如 类 为 有 限 个 算术 级 数 集合 之 并 全。 我 们 证 明 ， 这些 级 数 中 没有 
无 限 算术 级 数 。 事 实 上 , 设 集合 村 含 有 所 有 形 如 o + jd 的 数 , 其 中 a, TEN 是 取 定 的 ,而 iEZ"。 因 为 当 
n=3d-1 Hr, 





3 _ 9 -1 1 _-1.,1 

n Id-1 d (3d-1) z yp’ 
AU Id-1¢g M, HIK., H o; 

3 1 l1 4 1 1 

arty li wa” mz T mp’ 


#rb me N, Akik ng M, WHER w€ N, mne M, fü Ej m, Ef m= -a (mod d), E m> 


yi. TE m(8d - Dsa(modd])。 因 此 存在 jE Z*, 使 得 mt8d - 1) = a+ jde M. 5—7 EY 


34 - lé M, Er) m(3d -1 区 好 ,了 矛盾。 这 吉明 ， Ser M 只 能 是 有 限 个 有 限 的 算术 级 数 之 集合 的 并 。 下 
WIR, AMAA EEST ERER IES keZ ,mn= t 84 M. 否则 方程 
3 1 1 
T xg 
HAr, € N. Wg- (m, y), W|z= gz, p= qh, (zt p) = 1, B 
3 工 + _ milih 


———nn"VQ8- = = 


7“ Ty gži 
BH T(m + p) = Bgry POS, (tio my) = 1, KE 因为 如 困 素 数 p 整除 tio MAE, 0) = 1, 所 以 
z, Gna- AE p ER WAS 不 被 p SSE, 由 于 Tirin) TM 整除 ， AHE, | 
= l = D, u, veZ‘ 
mi = (2- 3, De I(mod 3), yı = (2.3. ])"=1(mod'35, 
Tı + J ==2 (med š) , 
即 T*(z 4 的) 不 被 3 整除 ,与 Tity) = 3gzign BTE. PA, XS M AEA S£ AERAR 
级 数 集合 之 并 。 
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2.34 .和 否则 , s 3 rz. p EZE. AE R, 则 : 
z? = (2h +1)? = 4h (k + 1) + lsl(tmnodd), o 
HE y'= z2 + 5==2(mod 4), TERE (HAER y ERS M p= (mod 4), FA). FAAR. 
AA ñ =- B==1(mod 4), Ey - 1, (mod 4), Las l (mod). FRE! y=l (mod 4), it rz= 2n, 
u=4m+l,m, n€ Z. 则 由 原 方程 得 到 "s r SPRG o wà 
| OO Atad Eli -1G 71 1 1)= 4506512 8 9, 
Bl qt + 1 = md, 其 中 d= lêm” + 12m + 3==3(mod 4). 显然 d e aras. BEST E as. 如 时 
的 案 因 子 部 是 模 4 余 1 的 , 则 ad 也 是 模 4 余 的,. B d 的 素 因 子 中 至 少 有 一 个 具有 形式 p=41+3, 其 
H iegZ*, 于 是 中 + md==0(modp), Mi n=- l(modp), H. 
on 1 nasa. = (iati _ l(modp), 


DARBEA 25), pi(mod p), 18. DEIRE. 


$3 PRST 项 式 系数 


3.1 RER, HEM n€ N, n>2, 54 p>, 事实 上 ， 有 n= (1.0). .2. (+ 1J} 
(s.l), AA 1.n=ndl=na, H34 k= 2, TEEN ; 
h(n-— ha 1) = in- kih- 1) + ron, 
所 以 ning = (Lrj (2. (n DY (n.1) >n, . 1, 
Jtrh- n = 17091982, 即 得 答案 ; (1709198912 > 1109198218, 
3.2 Anet h= 1, 2, “nl, W 


Qis Ck | k , cha s Ch: `h- FE xo, 
所 说 2 = C314 Chi SHF 
k nèk ` 
RFI ZI! 


Hi (n-28)3=n+2, REBRE NEN BTR n- m3- 2, Ep m =2, 3，…。 下 面 设 #4= -2 mE 
m=2, Bj n=2, ERGY k ONAA M-24) snr; pR >z 则 当 k ZL a, a- 
2 有 ?= n+2 583. ER Y 22 ML. . . 

| ti oA cm 2 


RAA r Rs n€ N BARA nam- gpi, 其 中 本 = 3, 4, 

9.3 iz, por, ue N ERDENE. Hv Amni De 之 最 大 着. 则 1<o<w B . 

uulscu(u-1)1=ul= zl Ey 
即 uol<361, 从 而 u<c3, 3 u= 3 时 ， | 
1 3618 2ttut+al, $ | 

因此 Y=y=2=V=2, 4 u= 2 Br, i 

. . w" =2<3< zl ral | 
时 方程 无 解 。 于 是 方程 有 唯一 sangs =u=z=2.u=3 

2.4 TA (Leam {I r)" G +>)". La = L. s | 

C; + Cht R: + CR z = (G4+ Citt + + Cu) (Che Cir +. = + Ctr"). 

Hm = 的 系数 并 利用 C=C", h =0,1, <, n, 得 到 

.: G= (CY + (CI =. + (Cp. 
因此 
5 921 


-一 一 “一 a — 


) " 
(a= R)? onpa 2 (R E- pr 
LOA LED (ED =. + (CD) 
= (CRY. 
3.5 (15 显然 ， Cro ClaN, P k1 n ! a L s nl. O as 


> {2n)1 = (2)! $ (nr)? 
kz (R 





1 a 
TC 

j — £ I! (2 】 Th _ 3 一 
Cn- G Chimp CE Cs 





EES, asan 
(2) 给 定 mEN, 并 设 kEN ERRER, Wns o 
ü h (rim o K Ë 
二 
是 自然 数 ， 所 以 (2m + 1) |, M klm], TRER, kh=2m+1, AREE >m, 有 
2 m + 1 n +w 一 _ Rim | 
+ 并 CH (t- Err A ye i 
一 Htm _ 2 n)1 
SORT (n+m+ Di (n m — r 


- CH- Ca tt- 1 : 
而 CH" Cy” 1EN, 所 以 
a 
2mil CgiwE N. 
. nim+l : `: : 
3.5 deN EC, Ct atli“ s Chok 的 : 公 因 数 ， I HE 
CK- 1= = Uh Ck, Cah e Chir Cay: Wd CE = Cy Cker- 


的 公 因 数 ， 同 理 , d 是 Cx Chh to Cia: WAAR. 如 此 继续 ， 最 后 即 得 ，Crn=1 被 d 整除 。 因 此 


dèl, AO. | 
3.7 对 给 定 的 ae 站, H m € N AIIAN, - Y Š 
_ (ym (+ m)1 , 
Sm ( 1) . 全 1 
当 m= 1 时 ,有 | ; | ， a pa 
_ (n + 2)1 `_ WK E 
; S = 1~ KIZAN l- (142) Tite ao L 
设 对 某 个 由 E 民 结论 成 立 , 则 


_ u _ =". “ih +m 2) i 
Dm+ln = Sea + ( D . on) I (n+m+ 1 ， 


- (- sem: pentimi ra) 
. L a t (Bl . ' 


= D™ pa -("l+n+m+2) . 

= ( — pan Gemy DE, f ú 
MAEN m+1 Rs, RH Cha CN, 所 以 Caran 

s. (EDA E a EIR E m 
被 m) gie. BREH n=2, m=3 时， S..= 一 【0 不 被 m1(n+1) = 18 pe, 


3.8 容易 验证 x p= 20 Ci 2 Aa SARR. 因此 ， BERD 3, 首先 有 


(p _ :2 p (2 p-- yr _ cp. 了 . 
— (012 pie Dp  On- i a: 
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RK ksl, 2， Ph A l 
Je p DGrhehte- k) (mod29), 
所 以 
(2p- DP- ‘(p+1)= p- l (p+ 1) iŻp- 2) (p +2)) 


1 
(2972827) .: 
‘ll (a Dg -2)) „(EL P41 \ (mod pò 
50- DARPAR, HEFE meZ, 使 得 
Cpg- ÁP- Oph “(p+1) .: mp tip- DI _ _ mp 
-D | to- -M 
aT yr CSS less, an 0- 1)1)=1, ALm = Np- Di hi Z. 因此 ， | 
Cy = 人 m. sl =lpt+les 1(eo4 p), 
TÆ, Cip = Ci i=2(mod p 证 毕 ，. | | 
3.9 infG)=lr+2tres TG WJ AD =3, FO =9=3'3, 7(3) -33=3-11, % z>3W, 
f(z)= fO) + + "+ (z +D)iss3(mod 5), 








因为 对 任意 hE Z, 
(5832 = 25 k= Ü (mod 5), ' 
{58 十 1)?= 25 R10 k +1=1 (mod 5), 
(58 十 2) ABSA 208 tiet (mód 5), i ` 
所 以 (2 CE SESK 05. GiB. ril ERARE pas2 与 了 者 不满 局 fe) = pet, TEREA, 
当 2h A Ert ERER, BARRIAN, 4 r=1, 2; 3, 4, 5, TH, f(z) 都 被 3 整除 ， 得 不 
被 27 整除 , 因此 不 能 表 成 ti, z2>2, 3 z>TB, 
fia} = OD +91 ++ fT moten), ; 
34 z= 5 B$, e P 
F(E} = 5913 = 34-73, 
它们 部 不 能 表 成 如 ?5 于 是 方程 有 唯一 的 自然 数 解 :7=2, y=3, z=1, 
3.10 i#rz, pe N AEDE, WRIA: p =b+1 是 素数 ， 训 实 上 ,如 果 p 的 因数 d 满 证 1<d<y+ 
1, 则 diy1。 因此 1= (g+1)>-g1=0(mod d), 不 可 能 。 于 是 素数 p ME p -l=(p- D1 mirt 
则 上 式 两 端 除 以 了 -1 便 得 到 pe ir. +1= (n 一 分 | 而 当 p> 时， 


Bs Pi kp >: ñ 2! ez 





|: 
所 以 上 式 右 端 被 2 了- =p- WP, FERIA 
paali (mod(p i 1)), š = 9, 1, -1 
之 和 ,因此 x 二 0{mod(p -1}), Bl r2>p -1, 但 是 
picpr t+ + l= p- DIL- ~ 2)r-t pr 

Blz<p-1, E, RU p<, 即日 只 能 是 2. 3k 5, Ep2, 则 时 -1=1， Hirel, 9=1: mE 
p=3, WJ 36 -1=2, Alt z= 1. g= 2 Rp, wor- L= 24; Me=2, 3 =4。 于 是 原 方 程 洛 有 三 个 自 
REE, 的: (1.1), (l, 2}, (2, 分， 


3.11 记忆 = k= 1, 2. . .我 们 只 需 证 明 ， URPI, DERF. 则 对 每 个 


ik, p TEE m; ARED ii. ARR m- tk, 所 入 素数 了 BARR., MER pih 并 县 有 
某 个 iak, E pim 则 plie R pli 困 为 了 是 U 2e (A-LE +l ens h- l 的 因数 ,所 以 站 (i 一 
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D., am i 1) = (J, 1) = 1, 即 不 可 能 有 ell. Wk pl, 于 是 pik, pills jëek. Bpan WR p% 
k, HA L = 1, 2e{k-1){k +i)e n+l, MUPSREAR. BE 如 果 pj, Bj p š |, EH, AE p 
至 少 与 县 或 1 B 3. 所 以 p< 是 这 可 能 的 其 次 设 p>n. Wr, 
; k-ġ= M= y= hiy- Jl s=0. {mod p}, 
Hl pitk -ih 与 O<|k- j| ¿ncp FR. HE Capa pl B 1。 绪论 证 毕 。 
3.12 由 定理 20, EN 的 素 因 子 分 解 式 中 2 ARREN 
PEJ TI TI 
[2 | 1 [4]. 
因此 C$ 为 青 数 的 必要 且 充 分 条 促 是 , 在 C4 的 素 因 子 分 解 式 中 二 的 宇 指 数 
l f-k H E. n~ 
a= (ly ]- É J- AELE 21) 
nI TR n — Ë . 
(i aA 0, 


其 中 当 m € N 充分 大 时 ， 


都 为 0。 因 为 


FUN me N i, 


Ea an 


是 非 负 的 。 因 此 当 且 仅 当 对 所 有 me N. 均 有 


时 d=0。 下 而 证明， 这 个 条 件 等 价 于 籁 中 所 说 的 关于 + 与 的 二 进 制 写法 的 条 件 ， 设 在 上 的 二 进 制 写法 
中 ,每 个 位 数 上 的 数字 都 不 小 于 的 同一 位 数 上 的 数字 , 则 对 每 个 mE mi, fortoj Et 


| F} heti- | 去 上 
现在 设 n 的 某 个 位 数 上 的 数字 小 于 才 在 疝 一 位 数 上 的 浆 字 【此 可 这 商 个 数字 寇 分 别 为 0 与 1), 则 对 某 个 
nen, g Jebi} m 


| SEEN! jl- 关上 
这 了 驶 证 明了 上 述 珂 个 条 件 的 等 价 性 ， 

3.13 首先 证 明 , 条 件 {2) 等 作 于 下 述 条 件 : 

(3) r= p'l+ (pi=- 1), Hte Z*, IEN, bcp. PIL, hath (2), n= p'm-1-= 2 (m- 1) + 
(p'-1), 其 dT s€ Z*, meN, m<p, WE m>1, WEA t= s, I=m- 120, WẸ m= 1, MRF n = pt- 
1=Dé N, 所 以 s>0。 因 此 ma= p'rip-1=poi(p-1)+(p=o1-1), RII t= as-120,1= p-l<p,. 
因此 条 许 ( 引 成 立 ， 另 一 方面 ,由 条 件 (3) ,n= p+ (p -1) = Pr 1-1, 如 梁 it1<p, mj m < 1+ 1, 
s=t. 如果 +1=p, 则 取 m=1, s =t+1。 因 此 条 人 (2) 成 立 。 汶 给 定 的 HEN, 存在 1E Z+, 使 得 p'< 
n< piti, Bine pier, HE 0< r< pt, 11<p，。 出 定理 好 在 q) 的 染 因 子 分 解 式 中 ， 案 因数 6 NRK 





数 为 

Sh [+ 
所 以 a= hi(s- i Ci RJ 
BERTARA RS p 的 逢 指数 d, 为 








a š: 3. i ... 


HAS t> : 时 ， 





' 1 ' 
* + : := l 
i = i . x . 
都 为 0。 由 于 ana sas as. Q| 
= - moni : ` "w : š . =- 1 ` 
Y l> ` a is 3 ` 


DAER 8 i = 0, 1, Z, sta t, 


=] = Fs [= n= 1] 


Bi, ds = 0, BER, . ARAF r= un L , MRH O) RENA 有 机 能 事实 上 ， mR rap -2 MA 
有 ai 于 是 i 
k ] 
ESNE TO po 
CEs] oh, 
因 叱 ,上述 等 式 与 条 件 { 了 1) 都 未 满足 ， 现在 设 条 件 (3) 成 立 ， 则 对 i= 0, 1, 2, e, t5 kD, 1, e n, 


_ . ë R] 
o sP L= 7 2 15; k pr ire Isap, 
OOIT p'~ plg) 
o7 Ë; ra EJ- {f +]J- z 5 a | 
x hehh 

其 中 用 到 10sm (q+1)<p*, Eks k- 0, 1, ol d,= 0, 即 条 件 (1) 成 立 。 证 毕 ， 
93.14 g ohhh EADS, MEEN, TEN, ERARA nN MU harzh HAEN, 存 
在 TEN, TIT, E.T. ARa ARAE 1, 事实 上 ， = T = 21D p, 其 中 y PEt, P 不 被 25 
5 整除 ， 则 To= 285* 了 = 2#teb=*Ep = 10t 的 最 后 一 位 非 零 数字 为 奇数 , 昌 不 等 于 5， 如 果 它 等 于 1, 则 
取 T1= Ta; 如 果 它 等 于 3, MRT To 如果 它 等 于 1， 则 取 了 := 3 To; 最 后 如 果 它 等 于 9， 则 取 了 了 =9 
Tu ERER T T 的 最 后 一 位 非 零 数字 分 别 与 1,，21, 21, 81 的 相同 。 这样 就 求 出 了 当 nN HER 
h, n = h, 的 数 T i= 10%(10s+1), m, ag Z+, EREA, RES seN, k.2e5, 事实 上 , 由 定理 加 , fE n! 
的 素 因 子 分 解 式 中 ,2 URRA ”i 

.. . ooa oea M n "u 有 :了 o>. 

. v= |z] +=] 7711: 

.| | . 
1 
因为 当 iEN 时 ， [二 上 = |, 所 以 了 >5, B nt = 2253q=1027-8q, Fhae N KA 2 5 5 $Ë, JA 
而 机 的 最 后 一 位 非 零 数 字 与 2- 9 区 相同 所 以 不 等 于 5， 即 入 所 5。 最 后 取 充 分 大 的 5E 六 ,使 得 型 = 
10 (10b+ D >N P hua=h, WWCQMÍ[ 11=10(1c+5, Ei e, ke Z+, TE, 

Mi- (M -110M 106 (10c + Ë) + .106(105 + 1) = 10e+=/10(10bc + hb + c) + B), 

因 比 hy = h, BD T|Tu KUA hain e ha-y= h, (M -1+T)1= iP dth, 其 中 1, de Z*¿ 


L961 š 














BATRE. 





斯 以 . . . 
O (M+ TOI = CM- TM Ty 
(010d + (0n(105 + 1) + 106%(10a +1) 
= 10H 10a + h)OOC0 ro)+r2) ` - 
= 10m*: (10(100d + 10bd + oh + bh + 2d) + 2 h), 
ED huar, 与 鸡 的 最 后 一 位 数字 k 相同 。 另 一 方面 ， koi 但 是 , 因为 "Wer0,5, 所 六 28 的 县 后 一 
ñ BOE SE A 从 而 ña. =m 'ach= ha FE. 
39.15 BAET, ara, = 一 = 2, 3 u, ARH, Op Gi, 82, h FA EEJ 
25383 d. MJ d =a- a0, H a= a+ id i=l, 2, ,以 ,和 于是， 
=e 4d- a de Tt (ga + 2d) C32 (1 - ca 
<- (a, + nd) Cer 
=C a —r)"+ Cr -rla o Cn 
+ irl z)°-!+ Cir (l + Cpa y 
出 牛顿 二 项 式 定 再 及 恒等式 RCS= nC 
P(x) < a ((I-z)+z)"+ ndxy((1- Daio mende, 
因为 d0, po P(z)Y3E z 9J- -次 多 项 式 ， 
3.16 在 (+7)3+ (1-z)*+ t Aray 的 形 开 式 中 ， x2 的 系数 4g 为 8- CE+CY+.…+C3,s， 由 
于 Cml=CEii= Ch (WEA 15), 所 以 ， 
a= (Ci - KANGI CD + (C-C +e t (Cha - Cira) 


= Cå -l= F l nq ++ 11), 


34. 数 集合 

4.1 EA eTA, Hit X = AUB, 56 A, WR 36 dd， 则 因 1+5=2:3, 3452-4, 3+T= 2.5, #r 
leB, deDb EHTED, ABE 1+T=2-4, HE1, 4, 1 p pO RB T B, 7A., WE 3ac B, WIB 5+ 
T= 2.3, B HTEREAHKRT A 分 丙种 情形 讨论 。 首 先 设 TE4，6e& B. 困 为 3+3=2.6， 所 以 
96A, X39+5=201, MIIE, FE, HATEB, 68 A. 因为 4+6=2.5, 所 以 4E B. ZF 1+ 1 
=2.4, 2+4=2.3 所 以 1€ 4, 2€.4， 于 是 内 8+2=2.5=9+1 可 知 ,8E 8B, 9c 8B, 但 是 9+7=2,8, 所 
以 9E 4， 7E. 证 毕 ， 

4.2 AHER JEL 2 en TH， 第 宇 个 位 置 上 的 数字 为 了 的 数 有 有 64 个 。 因 此 所 有 T 个 数 之 和 等 
于- 

(BIl tol2 + EIT) (EL AGZA e G TLO + (611+ 612 +... 
+ 17110 4: (H + B12+ +0617)105 
=61{1+2+ + T) (1+104+104_.. + 106) 
=T20-28.1111111 = 22399997760,， < | 

4.3 将 除 以 100 时 可 能 得 到 的 100 个 宋 数 分 Q Sl H, (0), 0, 99), 42, 98), <, (9, 5, 
{150+， 因 为 有 桶 个 数 , 所 以 由 犹 刊 吉 大 (定理 1) 43 3, 它们 除 以 d00 的 半数 落 在 同一 组 。 这 泪 个 
数 包 是 所 要 求 的 , 礁 为 如 采 它 们 的 淋 数 相同 , 则 它们 的 六 被 100 整除 , 如 果 它 们 的 余数 不 同 ， 则 它们 的 和 被 
100 312. . ` 
4.4 设 结论 对 集合 1 dn e, 8%} 不 实 ， 则 

Sisa, Sisatih, e S E th + EA `. 

KR n RIR: ATEU n BPB E2E 58 2588 Jae £ 14, 所 以 由 鸭 利 克 雷 原理 (定理 1), 必 有 两 个 数 
DEI SIKILE EMIRE FEES S anita t in a W W WD SERTA, 
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4.S PE 2n dË Gi, 6, o, Op koa, R- 0, o, 因为 28>>m 所 以 其 由 至少 有 两 个 被 
开除 的 余数 家 同 。 HEPR E, O a, en ú, 被 各 除 的 合 数 各 不 相同 。 因 于 R-t, Ran =, Ë = a, 89 
余数 也 种 不 相同 。 于 是 余数 相间 的 两 个 元 只 能 是 a, h - G TGT a, ta- ka m EF, 

4.6 设 结论 不 真 , 则 区 个 自然 数 qo0 dhg, Mm Gi, °, ü; Gi 中 役 有 有 4 个 是 相同 的 、 因 此 , 1, 2, 
3, 4, 5, 6 在 其 中 出 现 的 次 数 各 至 多 是 3。 于 是 上 述 雹 个 数 由 至 少 有 一 个 大 于 6, 否则 不 超过 6 的 自然 数 
至 少 有 1 个， 不 可 能 ,余下 的 井 个 数 中 至 少 有 三 个 大 于 5， 下 余下 的 珀 个 数 中 至 少 有 三 个 大 于 纪 S 
等 。 央 此 . 
TO Gog + O1 = (asg - B19) + (Gi — G1) + == + (Gy — 042 

人 
FE. wE, 

4.7 电 钦 利克 雷 厌 理 (定理 1)， 七 个子 集中 至 少 有 一 个 子 集 4, 它 至 少 含有 548. T Api 
对 数 apb 都 确定 一 个 差 9-b, 1<a -bc<99， 因 为 至 少 有 Che 19:14 -105 个 差 ,所 以 由 多 利克 需 原 更 ， 
4 中 必 有 两 对 数 >b, cd, 使 得 a~ 记 =e~d。， 由 此 可 知 ,0 车 c, bid. WE aged, ber, 则 4 含有 4 个 
Sza, b, c, d, 使 得 90+d=#+t。 MEt- 4( 或 5= c) mj 485 =4-8 o, ë, c, ($a, b, d), b+ 
c=2s(ska+d=2b). IË. 


4.8 设 了 中 形 如 刀 的 虐 约 分 数 的 个 数 大 于 -2 工 。 其 中 dc 人 2，…， 中 。 ERBA E A jy 
q 表 成 2rs， 其 中 s 为 奇数 ,rE 2*。 在 1, 2, e, 中 不 同 的 尊 数 有 pm 个 EESENSSARD. 
因此 由 定理 1, BARAA ademais, tein Hrga., 于 是 gjg Bl a= Rq, 其 中 hq 
<n。 这 表明 ,了 中 有 两 个 用 约 分 数 T 5 Bia 其 中 TSOc RS 从 而 有 


| an aai 


与 了 是 长 为 二 的 开 区 间 相 下 疾 、 I 
4.9 iiz, u, EZ 6 aii, sey, att ôn, W k=1; 2, wy 基于 ,所 有 z=2k 一 玉 
u= u B St (z, g, z)23: 
(2k-1,25-1,6r- 45 +2), 
(Žk-1,2k,6n-åk+İ), 


. k: 1, 3-8, 306 - h+1D, 
所 有 =z= 28 的 三 元 组 为 
m" T (Zh, 2k, 65 - 4B) 
` (Èk, Zk + l. Gun— dk 1) 
(2k, 38— k, 3a- R), 
上 过 所 有 三 元 组 的 人 为 | 
S;= (Ai k) - (26 - 23) + ((3n- K) — (2h - 1) = Gt- 6k + 3, 
TERRAZA, ñ JERY | 
È sÈ (Öna- k+3)= TULO + Je, 


4.10 i Gir (p, s, Og ERA l, 2, ATEAREN 不 妨 设 g <a, <. "<, 显然 G=. 0 — . 
<o <a- IKa- 4-5, Ro 6-2, 0-5 -h 4-5 RAEE 
JE, GL, O dis GQ, €s, Gs PAPH. FATRA CT Úx, Gyr Un Ws ae) 对 应 于 (ou， “a-l, ay- Ži 
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@% 3, as - 4,09), WERA 1 49 ARATA ERRAR ARARA CH E SSES EE 1 
诗 特 之 间 的 六 个 不 同 的 数 构成 的 六 元 组 集合 之 间 建 立 了 一 个 双 射 。 因 此 这 两 个 集合 中 六 元 组 的 个 数 部 
等 于 C 和 4。 而 1 至 拆 之 闻 六 个 不 同 的 数 构 成 的 六 元 组 的 个 数 为 C6。 于 是 ， 其 中 有 相 邻 数 的 六 元 组 的 个 
数 为 Ci 一 Cs 

4.11 对 nnEWN 递归 构造 集合 4 与 8。 令 1E 31, Hizl, 2, e,n- BHRTRAR D, FEM, 


各 果 存 在 HEIL 2 …， n- 1), Ehe, MEn DAKA hi 的 于 集 ， 又 如 果 存 在 bye {1，2，…， 








r-l), E-o MESARA 各 的 子 集 . EE AAEL >l, Ic = 
必 趟 能 同时 满足 。 WE SHE S Ri, ks 6 (1, 2, "yy 和 一 二 fa Æt, k ML n€ A, 容易 验证 ， tit 


此 得 到 的 划分 后 = 刘淇 足 题 中 条 件 .。 
4.12 因为 对 i= 1, 2, =, #4 一], 有 
b, — b1 = (1 -n)a,+ü.,.ír +G; + + On t dT dt" + ü 
=1-na,=1(modn), | 
所 以 
ba.1=b,+ 1 (modn), 
b. s+ (mod r), 


b =b +1 (mod n}, 
HIH b, -,==5,, + i(modn), i=0, 1, 2, wr 1, EH bi, ba, piai b, 被 " 除 的 余数 不 同 ， 从 而 没有 相同 的 。 : 
4.13 设 26, 2a +2, 28+ 和 ,20+2(n--1) 是 # 个 连续 偶数 , 则 它们 的 和 为 
S,= 4 (2a+ 2a +2(n-1))n= Qa+n-1)n, 
A (202. 0n-1)n=n(n-1)* 21, W| 2a +n l= (#1)*-!, Bi 
a= (n-1)((r-1)2-1). 


因此 , 当 n2>2 B. R>2 时 ,0 为 正 整数 .于 是 , 取 
s= 3 tr-D)((n- 1) -1), 
网 nn 一 1)*-! 等 于 #1 个 连续 覃 数 29, 20 +2, + 29+2{4 一 1) 之 和 ， 
4.14 igne N 具有 所 说 的 性 质 , my Gn o, G, 是 符合 要 求 的 排列 ， 用 m, Em a, = a,= Ë W í 53 F 
串 较 小 的 。 则 主 与 7 中 较 大 的 为 m. + h + j, Ek 2n 个 下 标 之 和 为 
z (m, + (m, + Ë + 1)) = 25 m D, 


另 一 方面 ,这 24 个 下 标 之 和 又 等 于 È i=- n(284 1)。 因 此 ， 
n(3n — 1) 


2 
4 DrD 为 整数 。 HT n 5 3n-1 中 只 有 一 个 是 偶数 ,所 以 这 个 慢 数 应 被 4 整除 。 于 是 仅 有 两 种 可 
能 tn = 41 R 3n- 1= 4tU, Bl 


_ 4+4-3 +L 1 ar i 
n=- =i 1=41-1,1 ren, 


下 面 证 明 ， 尾 意 形 如 = 和 1 万 441-1 的 nENN 都 共有 题 中 所 说 狂 质 ， 当 n=41 122 时 ， 符 合 要 求 的 排 
到 为 





2Š mn + _ 
k=1 2 


4-4 .. 2, MN-2 2-3 e, 1, 8-1, Le, 2-3, 21 o, Aid, Al, 
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2 AT 2, HT, s. 
41-3, 21-1, 4, 
其 中 每 一 处 “…” 都 表示 一 个 算术 级 数 ,. HARAR- 且 首 项 是 它 前 面 的 最 后 一 个 数 ， AUR 
RiR, AH 3 n= 41-1, 时 ， 合 要 求 的 排列 为 
A1—4, 21, 4-2, 2 -3, e, 1, Ah 1, 2153, 21, —, 
4l-4, 2i- 1, H-3, c, H+L, A-2, 21-2, o, 2. 1-1, Qi, 


， Z,  21- 2,21+1 4l- 3, 
E s= 《与 = 3 时, 特 全 可 水 的 排列 是 
J ` - — 2,3.4.2.1.3.1.4 5 2,3 1,2,1,3, 


4.15 za, dy, e, Gç EZITARE, bi, ba oe, ba 是 第 二 行 的 数字 。 T A. = Úr + Gy + = F Gy. 

DB i= b+ by+ e t b), HE Ay6z>=5a8( -Aig 过 Bog 的 祖 形 可 同样 处 理 ) 。 记 | 
. hs minis A.>5,., leash, leisi, 

出 假说 可 知 ， m 是 存在 的 ， 现在 考察 88 个 差 数 A. ~ BB。 它们 的 值 都 是 吾 数 ， 且 在 0 与 办 之 喇 、 居 为 
一 8。 如 果 这 8 个 数 互 不 相同 ， 则 其 中 必 有 一 个 为 0, 从 市 结论 得 迁 。 如 
HUN QH], + 设 Aanb S A. B, Hh lgie, WA. A = B.- Be Elan 
Gen “o On 与 bun ban eo bi EB 39 5 ede pan Er k. , 

注 ， 题 中 的 19 与 88 可 以 换 成 任意 两 个 自然 数 。 

4.16 由 条 件 {2), le M, -leM, 但 是 -1¢， 否则 由 条 件 (1), (-1)(-1)=16€ M, 1524 
(228. Butle M. 由 条 件 O), 2=1+1leM,3=1+26 M, S$, INEM, ë meN, 如 果 -二 


EM, MURRE, (m= -1E M, ZUM. Rit- EM, BREG, LEM, TERRAM, 


对 任意 m me N, s.l - E e M. HAt), -ZEM tak AREO, 0EM, MEE, 
4.11 我 们 证明， 有 限 的 正 数 集合 好 具有 基 B. ' 设 S 是 正 数 集合 可 的 子 集 。 如 果 骨 中 每 个 数 都 可 以 : 
RY | | | 
ap obo Gp Oa t Om € S, f, b. f€ Z, 
M| SR M0 L 5. 例如 侍 合计 自身 即 是 训 的 上 藉 。 在 训 的 所 有 上 关中 ， 取 集合 so = {pi, Bx, ==, B.V. 
使 它 所 含 元 尝 最 少 (因为 村 是 有 限 集合 ,所 以 $4 存在}, :首先 证 明 , 邵 果 #>2， 则 S. 即 是 了 的 基 ， 设 某 沾 
uE M 可 表 为 30 中 元 毒 的 两 种 不 同形 式 的 整数 次 畴 之 弱 积 

， app。 

hoh- in! "P ba =, R, a KEY Ô, E gE AS = =1, 398 ka, RD P: = p .1=1, 2, 
m n=l, HES Pn P =S Pok, FERE S, 中 每 个 元 素 都 可 表 为 5, 中 元 素 的 整数 次 第 之 著名 

TERY “L n- lB B= 72, BASRE yah, AÉREAS REMKES BR& n-14- 
元 素 ， 与 S, 的 选取 矛盾 .因此 S. 是 机 的 基 。 其 次 设 4=1, 则 机 有 上 上 基 S= 481. mR AA, 则 因为 当 ， 
ia EENAA P = 82, 所 以 S EME, Wm B = 1, o Al So= {ij TEM- h BES S = 421 是 
Mik, : . . 

1 418 REl BESRA U | . 
rosee) 
它 的 性 开 式 记 为 四 . ， 
P(z) aant gly q aamo2 e + ine 


HAER; OO 


a = 1 h = 1 2.a gl _ 5 
j n : 1 i | : Lau th <n . AA ” . + * 1.2... n iu 
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于 是 是 中 的 和 式 为 


ot ot to =PO) -1=(1+ 下 (+ 上 ijl 
= 26 (erl) 1 (n+1)-1=n, 
W2 记 | 


Sy = > 4 


—, 
下 本 人 下风 


对 nn 用 归 钢 法 证 表 Saam, B n=l BRA Sl nas, H Saian], WJ 














' 1 
Sn- S.I = ! t 
À a-l Wap: 有 入 
I 
= — + > 了 i 
fi Lairdin miyan- f, hreini 
ad, Sat . 
ti H 
E 
= 
Sa = S, 一 rt =n- 1 + -£ -1 + Ln 
T 


4.19 当中 =1 对 ,排列 (ay = ORRERA. 当 s= 4 6h, HEA) (al 02, €a, aj) = (1, 3, 2, 0) E. 
有 上 MEEA, i M ARL Th rH 1382 EEEE 23), 对 每 个 Ë = 2, 3, a M; EE Pri T 
b.==Ü(mod k - 1), b,==- R (mod n), 


用 a, FEAS Cp = r Fr n PE k aa. MU b. = e, (R -j= {k - l) (mod n), #a,=1, 下面 证 基 , Gi as, 


ra KART. ERE Amal, EH kel, d, r-l BF, o sea, Xe a (n 1)=0(modn), 
a=l, E` k=, 3, =, -Í H, a(k- lj=kfmod n), 其 次 ， WE a,= a,= a, 其 中 IIB n, WJ 
alki- BR)=a(I—- 1 k= (mod n), 
a(hl- D =a,(& - 1)1=-k1(mol m), . 
Pri a(k -t =a(kl- D -olki Ryz=Q(mod a), Aug, AJ (a, ny = (R-1, ny= 1. Pers, WME 
a,, HR Ikan, Mj R —-I=s,(8 - lj==R(modn), J6., PEE r {0p a, o, aa} 由 和 个 大 二 的 数组 
E LETETTE k, 有 0ean- 1, PHa Gn o tafs 40, 1, Q. 9 一 ]}。 下 而 各 证明, 所 得 到 的 排列 
(0, Ga, o GEE Bae. EIE, E ars l, geret- 0, MH R< 2,393, 时 ， 
Cly G, ligge d,s Bige r, (ñ —1)a,, Ë 
# n BJ BOB, Blas a =k(mod n), Kay, Oga, G00, +, Ore On E n Raa E A 
{1 2，…, n-i, OF, BARI, EANA no 4 Aparar E n= p, 则 记 q= 2p<n; EM na i 
KA n= pq, KP Ip dgan ERARE F, 都 有 pq==Ü(mod w)。 现 在 设 排列 (al G es n) EE 
Bhate M4 k=l, 2, oe, 和 一 ,于 ZE a .a,=Ü(mod n), R teaa ==Ü(mod r}, 3 
E. HB R, Leon, 使得 B= p, G= q, Yum = marik, D, " Oh | fagin, AIE 
Qd Gm =U mod n), FL G10- amim is=0(mod n), 
SR ia. TEPARA n€ N 2⁄1, 4, 及 所 有 的 素数 . 

4.20 ikn= pg, Eth p>l, g>1, E (pp; 的 =1。， 则 对 每 个 品 = L, 2, |, n, 48 me 10, L, 2, 
EI 2 … qh, Ei h = mqy l. qü b. =r+1, #rhr EE mq + Ip-13⁄ nhie., TUE ü, 
ie, REl, 2, , BF, FEUER f do vs F ATHAR. Zim, OSP 3 FER h i= mg + L, 
Ë> = mQ + da, EIE ip = t, AE, 

(mgr lp) - (m g+ lh p) = (mi -mg + (Q [U h) p 
被 各 = pq i. BA p. ER PTEL mi — ms 8 p i TÜ h — L 8: q 整除 ， 叉 因 为 momi Cp, Ih- 
hiY<qg, MLAS mi— m = h —- = Ü, JAWI kisko 与 kak RUTE., TR (Pb Pb, e 计 是 l, 2, 
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"n 于 的 排列 。 刑 用 函数 sin z 与 cos z 的 局 期 性 , 并 将 和 式 
" _ r 2 aiy 
S= z Ë cos 一 等 
中 被 加 项 以 特定 方式 合并 ， 便 得 到 


S = x $i {mg -+ D tos 2x (mq + lp) 
- i1 pa 
q 

=P m cos (22 十 ra 
#1 2 am 2 

+ Ë. e (Ht 25) 

= SY mq ( cos — xm am $ cos 2T. 
me P ii q 











其 中 用 到 下 面 的 结论 : . 
Zaf 3 aun, al 
~ — = ü; 
> cds > sin r ' 
号 cot pi = $: pos ¿sm = 0, 


Wi = Ü) wim) 


O Et, 上面 给 出 的 排列 (ia b, e, DEFRA, 
E 为 证 明 上 壕 丙 个 等 式 ,只得 注 省 由 书 达 定理 , 复 才 


z, = tos zal + į sin tal , d=1, 2, ==, g 


与 | tam 2x 


paseos am p juin An, mo 0, 1, 2 =, p- 1 











SERPI aa 号 ar -1 WR. ERMA 0, BAFER F: EFELER MA 
(eos 2zi, sin ŽL), j= 1, 2,- = N, N52 
pe ESAERA, 由 下 放 边 形 的 中 心 作 指向 其 顶点 的 向 量 ， 诺 六 个 向 量 之 和 关于 平 
HARRERA E 而 不 变 , 因 此 等 于 
421 对 ENRE = 9=1 时 结论 总 然 成 立 , 设 结 论 对 小 于 5 的 自然 数 痢 成立 。 记 5。= {1， 
. 2, =a n). UR men, 期 q (+ D) = 有 为 整数 ,所 以 可 将 Sa ARAN TF k Mi 
| 和 
如 果 m=n+1, B| n= 28 为 惕 数 ,因此 Ss 可 以 分 为 如 下 名 个 组 
a.m. b... 2. 3.1. 
当 men, n +1 时 分 三 种 情形 讨论 ,情形 1:n+ 1 mn, E m h astk, ithhn>m-n- i, B 
C2) 


= 二 (~ nln+ 1)) + 2 - n{n + 1) 
" -Bom 
被 四 莫 除 , 由 归纳 假设 , 集合 Sasa s ü, 2, =, men ITAR =h- (a-g) 个 组 A, As 
1 3021 | 


—, A, BARSHA m, AE Sa TUSA RAE 

A,, A 1 k mL, 
BEL n+1<m<2n, EmA. SEE 1 Bts, Saai TUARI k-(n-m)- (n- k) +1= m+ 
2k -2n+1 个 组 Ay, An =, An, BARZA g. WR 1=- 2 ( k-n+ Y) 5658, FÆ Sana 
以 分 万 上 -n+ y +1 šB 


AU Ay, AU Ai os heall hig Au), 
每 组 数 之 和 为 m, jk, S, 可 以 分 为 个 组 
A Aa, Aia Ud, AU Ea im —n, Ah, , [3-1] man, 
情形 3: men, 此 时 


FWE n- 2k2>2k-12>0, # Ë, 
142+- +(n-2k) =L (7-2k)(n-2k-1) 


-= n(n +1) - k(2n +1) + 2k = k(m-2n-1+2k), 


因此 出 划 纳 很 设 , S35 HAA RAE A Ay. Ar 2832303 m+2k-2n- L. ig B,= tn-28 +i, 
n-i+l}, i=l, 2, =, R. W S, HAR R AE AUB, A,U Ba es A,UB., BARZA m. 

4.22 分 别 因 4 与 表示 具有 严格 单调 (递增 或 递减 ) 数 字 的 自然 数 集 合 , 用 S(M) 表示 集合 时 中 所 
记 数 的 和 ， 把 集合 吾 分 成 如 下 中 个 不 交 子 集 B. 5 B. 不 位 数字 为 0 的 数 与 未 位 数字 非 零 的 数 ， 于 是 ， 
S(B)= S(B) +S(B,), 如 果 让 bE B, 55 10b € ,相对 应 , 则 得 到 号 与 局 疗 的 一 个 双 射 。 因此 3S(80)= 
10S(8,), Mi S (B) = HS (8), 其 次 如 果 让 6= 006A 5 b= (10-0) 0-a) 00- a) ED, 
相对 应 , Rh atb (0-1), 则 得 到 集合 4 与 B, 间 的 一 个 双 射 ， 因 为 集合 .4 中 每 个 孝 都 可 由 数 
128456789 册 掉 若干 个 数字 得 到 , 目 对 每 个 及 = 1， 2, o, 9, A hik CHA k RR, RL 


J-S00+5(08)= > C: > (10:-1) 
_ 1Q /2 9 
-人 
- qasar- 
用 豆 表示 介 合 如 中 首位 数 为 9 的 自然 数 集合 , 而 如 中 其 余 的 数 与 0 组 成 的 集合 记 作 B,, MJ 
S(8)=S(B,)+S(B.), 


<> G= djl -iy EA 与 b= (9-a) (Š — ty) "rn (9 一 Ci € B; HHR, 则 了 4 与 B, 间 建 立 了 一 个 双 射 ， H a+ b= 


10-i BE, , 
m= S(4) +S(B) = $ CIG0 -1) =11 -2, 





最 后 , 如 只 当 h>1 BE b= Tobbe B, 5 a= O EJO- (9-5) € 4 相对 应 ， 而 当月 =-0 财 让 
b 与 0 相对 应 , 则 B, 5 AU 1084882 Y AnA, B a+ b=10%-1, AE, 
n= SCA) +S(B.) = z CrP = 10.11 ~ 25, 
E m+n=2S(A) +S(B)， 于 是 得 到 方程 组 
1 O IOa. 
I SCA +l- S(B) = 1= [01 -29, 
2S(Ay+S(B)= m+n=11P0 — 21, 
p 1031 


解 得 

-三 (4 = da- m-n}, S (B) = = (men 21), 
EE SA AB568694 i, 它们 之 和 为 45, ARRERA 

5(4) +S(B) -45= —>- (m+n) -H 1-45 


= 10 1G .BY 19 a iğ 55 „J10 _ ` 
= (1625) -p ' PO +o 20 -45 


URET E 395 on 
= 81 119 - 2 - 45, 


4.23 让 7 元 自然 数组 0= (a,, ax, …， aa) ZIRT b= d+ git +o El, 2, =, n Rj H n 
TERRA, 于 是 在 所 有 适合 f+ 2as + + na, = 1919 的 # 元 组 4 的 集合 A, SAARA bit b, + =. + b, 
= 1979 Hbr>b > >b, 的 于 元 组 的 集合 B, 间 建立 一 个 双 射 、 分 别 用 4 与 了 表示 所 有 的 44, n€ N55 
所 有 的 Bo n€ N MR, o= (biba e b.) € B,, 用 we(b) 表 示 # 元 组 5 的 最 后 一 个 数 5， 用 o(b) 表 
示 使 B= 本 -s+ 的 下 标 s 的 最 大 信 ， 其 中 1 所 sn。 因 此 如 果 00 的 )=s, 则 B=01-1, b; = b, - 1, 

P= b;-1 一 1。 丰 集合 B 上 定义 肢 射 a 与 8, 如果 TS MJ b,<s-1, 否则 并 < 和 a(b) Lol) 
<n, Bill oe (b) =n, 于 是 

1979= CD +. n + (2n — Dzy n3 n-i), 
EREA ne N ETE 32. W t b= (Bb, ba e OEB, $ S a(b) = (bi+1, batl, e, bnew + 1, 
Awt y b-i) ERNE “(00)) - bn- >b = m(b) = o (e(b)). WR b) >al), Mi AE) = (of 一 
l, b- l, i, bal, bocis =, bas G(5)). 2039 e(b)= n, W b, i>e). 否则 ， n= G (b)<b,< 
at) +1= n+l, Mi b,=n+1,b i= #2，…; bi= 2n, FE 


1979= by +b. r+ e “th= n(8n+1), 


但 这 对 每 个 ne N 都 不 成 立 ， Bj, (5) = (如 -1 ba-l, e, on-l, 0(5))。 这 表明 ,0 (8(0))=n=g 
(b), WW #(A(b)) =c (b) =c (8(0)). Robr- 1, MN Bu, AAC) -OLC 所 
以 对 任意 5 了 EB, AOS EA. 分 别 用 世 与 让 表示 所 有 Bomi 与 所 有 Bim m€ N 的 并 集 ， 定 义 映 
和 YE 一 > 下 如 下 : 当 x(b)<<o (b) y(b) = alb), mi =(b) >o (b), $ r= 有 的。 如 前 所 证 ， 设 
be E, MI z(b)<ço (5), M rO >o (y(b)), WE z(b)>e(b), N| z(y(b))<o(r(b)). BENE 
一 >F 是 双 射 。 这 表明 |， RE BHREAC ATR) 与 柯 组 ( 吾 的 元 素 ) 一 样 和 多。 因此 集合 4 中 把 组 与 奇 组 
也 一 样 多 。 

4.24 (1) ZE d, os, o, On 的 二 进 制 写法 , 并 在 某 些 数 的 前 面 添加 若干 个 0, 使 得 每 个 9. 都 写成 
长 为 上 的 二 进 数 。 现 在 构造 由 0 和 1 组 成 的 mx& 长 方形 表 : 对 每 个 i= 1, 2，…, m, gh i E 的 
长 为 上 的 二 进 数 ; 表 中 第 j 列 是 ay, Go, e, On 的 二 进 数 下 自 左 至 右 的 第 j 个 数字 ， 表 中 两 个 列 称 为 相 问 
的 ,如果 这 两 列 上 每 一 行 两 个 数字 都 相同 。 因 为 每 一 列 有 人 r 个 数字 , 所 六 在 有 个 列 中 ， 所 有 不 同 的 不 全 为 
0 的 列 之 列 数 不 超过 2” -1。 从 个 列 中 取出 4 个 不 同 的 不 全 为 零 的 列 Ca, Ca, s Cin 并 让 Cr 对 应 
一 个 二 进 数 局 : 如 果 表 中 第 了 了 列 C = Cu, W| br EEAS ji 个 数字 取 1， 否则 取 N I= 1, 2, À 
于 是 站 个 二 和 进 数 和 ,5 …， 便 符合 题 中 条 件 ，。 事实 上 ， 对 每 个 7yE (1, 2, = Rh, B= (bi, b;, ot bot 
中 至 多 有 一 个 如, 它 的 第 了 个 数字 为 1。 因此 如 的 不 同 的 非 空子 集 对 应 着 不 同 的 和 数 。 最 后 ， 设 a 的 二 
进 数 中 第 hb, b, oh 个 数字 为 1 其 他 数字 为 0。 MA by, bn =b, EBE ñ, 站， 让 个 位 数 上 为 1 
的 那些 数 , 这 些 数 之 和 即 为 0 的 二 进 数 ,i= 1, 2, e m, 

(2) H N =m tmt: +a 用 归纳 法 ME N=1, N| m= 1, cr =1, 此 时 可 取 加 =1。 假 设 结论 对 和 
小 于 于 的 所 有 数 集合 部 成 立 ， 设 4= {0n Dn Gs} 是 适合 +a + +as= N KREE, #n3 nm, 
集合 = (br, bn es bn} 的 所 有 非 空子 集 部 有 不 同 的 和 ,而且 这 些 和 数 中 含 所 有 的 a, 0 s On, MBEK 
为 4 的 容许 集 。 我 们 证 明 ， 对 每 个 4= (a O es om}， 容许 集 部 存在 。 如 果 每 个 而 , my s a, WER 
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数 ， 则 令 als Ta, isl 2, m, B532 + atan +a, = ECN, RIRE, BERA 1 ol, 
ers Ga HAETT bh bp e bir, S (2bi, 2b,, e 224 是 21 205, e, Zam} = $0, G, s Gm} 
的 容许 集 ,如 果 tob oz，…， SEDAAN KAPU a ERRIRE, 5 ac ARER F 
a= 当 a, ER, FAm h, o= y (a, - mhe ARRIE ij, 可 能 有 a= 5; MURG fa, 
a), =, a PELRA m-14583E, 而 且 其 和 满足 

m tü +a. Fa += + 一 人 So + 人 十 二 


国 冰 由 归纳 假设 , 集合 {0b 0n to GR S YE SE15, b, eo bb. i=l, 2, e, kEi Ro = 261, 
而 bz i= Cm 得 到 集合 (bu b, ov, benke PAI, 集合 (bi, by, eng baa) 即 是 集合 {a1， as, e, Gmt] 
容许 集 , HERG, bn en bot hni R+1Scm-l1+I=m, HR ba ERE {b bn ees byak 
中 唯一 的 奇数 , LEG {bn bx, e by PMA a 3 B raki, EFL READSTER 
癌 拟 的 和 。 如 果 和 是 俑 数 ， 则 这 两 个 子 集 部 不 食 bon AERAR TERECA 2, HARRI 
{pp bp to 8 的 两 信子 集 , 且 共 和 相同 , 与 84 th en 鸭 } 为 容许 党 了 矛盾， 如 果 和 为 奇数 , 则 这 两 信子 集 
大 含有 beo 因此 这 两 个 子 集中 删 掉 bo o MESE bo ba …，0x} 的 两 个 子 集 ,其 和 相同 , 也 将 导致 
了 矛盾, 3 F 3 Be Bb ut, SF 6, lein PERRE bp br ebet 的 若 于 个 不 同 元 素 之 和 和 ， 首 兴 ，am 
本 身 即 是 这 个 集合 的 元 素 之 和 。 其 次 , 如 果 icm, B. a, 为 偶数 , Markt bi, e bie bL, bh -… DR, tE 


ü, 


得 -H =a = b+. +b, Bia = 2B o + 2 = b+ = top WRIS, B a, DAR, WAR by 
bp E dbi bs, bir, 使 得 
D= Gm +A; =b, t ALE t e + EEE) = b, zb +. +b, 
结论 证 毕 。 | 
4.25 设 题 中 所 说 的 集合 对 存在 。 用 m 表示 集合 对 中 不 超过 ke N HRUNS MES cack 
的 2E 计 的 个 数 为 m, =m 而 且 由 这 些 数 构成 的 不 同 数 对 之 个 数 为 
. . . 1 


C, - mis y (m, — mao) (m, — fro 一 1) * 


I LRE Sb 5241892 a —b 允 应 。 注 音 ,所 有 的 差 是 互 不 相同 的 , 否则 设 ab 与 cd 具 右 相同 
HŽ a-b=c-d, 即 0+d=c+b, MRE a= b, 或 a= c, HAS >b 4828, MASOR 
cd 为 不 半数 对 相 矛 盾 ， 因 为 所 有 的 差 都 小 于 k, 因此 

| p> Cos y (m, — Mio- 122, 
但 是 mios10， 因 此 对 性 意 k=11, 12, ..-, 都 有 

MEN 2 Ë +mao+ lesa 2 k +11, 

其 次 由 条 件 (1), EA n€ (2, 3，…，28+ ATARAM ERS, TH 32833 2 BUCE S k, 
RARR -AKT gk 但 小 于 28。 因 此 所 有 这 种 数 对 六 个 数 既 不 小 于 2k-1, 也 不 大 于 


ym (m — 1) + m, (t, y) l 
= > 20; 一 My = 1) <> rt, (2a 一 my) * 
于 是 对 h>10, 有 MAM- ms) ik -2, WF 

| m. AR +ll=s, mv R +11= pa, 
所 以 | 

åk - 27 m, (2a — m.) = (m — (e — ms) ) Co + (x — m.)) 
=o- (a-m) db tAk +121-k (2 - v2), 
即 有 k(O- vE AAF -123<0。 因 此 对 所 有 入 >0， 二 次 三 项 式 J 了 (V 8)=h(2- V2)? -Atv k 
-123 只 能 取 非 正 慎 ,不 订 能 。 这 表 肛 ,满足 题 趾 条件 的 集合 果 不 存在 。 
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4.26 设 结 论 尔 真 ， 且 集合 人 S 分 为 两 组 万 和 8， 其 中 1E 4。 各 果 2E4, 则 1,2, 2-164, 不 可 
能， 由 此 ，2€ 总， 部 果 <4E 8B, 则 2, 4, 4-2c B, 不 可 能 。 困 此, 4E 4。 如 泉 3E A, mi, 4,3=4-1 
Ed, 不 可 能 ， 央 此 ,3E 8B。 于 是 ,由 于 1, 4€ 4, MUBED, 832, 368, MUSEA PE, Ret 
PRZ. 

4.27 设 n2235， W 3, P, 3, 3, FeSn REAS, 分 为 两 组 4 和 吾 , 3E 4， 且 A 和 8 不 满足 题 中 
Fi. mR e A, M3, 3, 328 A, TTE. Bjjk3e B, mE 3te B, ml 3 22, 3te B, 不 可 能 , 因此， 
MEA， 如果 3:EA, W 3, P, 3:=3.3'e A, 不 可 能 。 因 此 ， 3'6 B. FE, RT 3, 34E Á, SUL 2 e B, 
又 因为 各, eB, 所 以 条 E A, TA. ZRH, 当 n> 时 , 把 集合 5 任意 分 为 两 组 , 总 有 某 个 组 ,具有 是 
TER MAREA ns. m — Jin, W n = 242, H ik 

| A= tk|9< kaca, 
B= {kid Re 或 812 h< 242, 
T Saw = AU, WB ATB RR ERES, ” n 2420, ÉES, y 2 BR ans. m BnS,. W 
AnS, 和 ENS. 也 都 不 上 共有 是 中 性 质 , 这 表明 , m>>242 = 3-1, FERRE n = 243. 
E: 上 述 两 题 有 深刻 的 图 论 普 景 。 
4.28 BERAREN l, 2, =, 1985 中 8 个 数 构 成 的 算术 级 数 集合 为 于。 Vasc M EY a, 


SEH d, 则 1<aC1969, maici [E] 对 给 定 的 正 整数 o, 1<ca<<1989, 当 g 取 1, 2, …。 


— -| 中 一 个 值 时 , 便 可 得 到 一 个 首 项 为 q、 公 差 为 了 的 算术 级 数 eE 于 。 因 此 租 中 首 项 为 a 的 算术 


级 数 的 个 数 为 | 9889 2]， 于 是 四 所 合 的 算术 级 数 的 个 数 4 为 


1 1985 -a 1a89 1986- 
S| 一 


< L asw x 1969 — 985 x 1969) <115940, 


eeM, W1, 2, …，1986 中 除 出 现在 的 个 关外 有 1968 3. ASA SON ro api n 3 法 。 
Pitit a Se SRB EREE 28 种 。 由 于 如 中 共有 4 个 区 个 项 的 算术 级 数 ， 而 一 种 音色 方 
法 可 能 染 出 两 个 以 上 的 单 色 算术 级 数 ， 因 此 染 出 18 个 项 的 单 色 算术 级 数 的 染色 方法 至 多 为 4.2198< 
115940.2%ta， 另 -方面 ,用 两 种 方法 染 1985 个 验 的 所 有 染色 方法 种 数 为 2s， 册 于 
gisas 91508. 115940 = (2:13 _ 115940)215688 = (262144 ~ 115940)21%8>,0, 

所 以 至 少 有 一 种 染色 方法 ,使 得 二 染色 的 正 复数 1, 2，…，1986 h£ 二 个 项 的 算术 级 数 ， 

4.29 ”可 月 44.26 的 证 明 方法 证 明 。 这 里 劳 络 一 种 构造 竹 的 证 明 方 法 。 我 们 证 明 更 强 的 结论 : 可 以 用 
四 种 颜色 染 正 整 数 1，2, …，2916， 使 得 它 不 含 10 个 项 的 单 色 算术 级 数 。 把 下 整数 i 3, =, 2916. 
2P 按 自然 硕 序 分 为 8 个 行 ,每 行 36 个 区 组 ,每 个 区 组 入 3 个 数 , 殉 类 如 下 : | 


Ci Cs €s ci Cy Ci 


Ta [a 
a 
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站 站 总 加 -口吃 


把 每 行 前 18 LH Ri ARRESE Ct， 偶数 区 组 里 每 个 数 都 染 颜 色 人 C,，。 让 后 18 
个 区 组 中 奇数 区 组 里 每 个 数 都 染 颜 色 Cs, 偶数 区 组 里 每 个 数 都 染 颜 色 Cs。 下 面 用 反 证 法 证 明 , 在 这 种 染 
法 下 , 正 整 数 1，2,…, 2916 中 不 含 其 个 项 的 音色 算术 级 数 ， 设 站 = da, atd, 0+ 9d} 是 单 色 算 本 级 
数 。 因为 表 中 共有 9 个 行 , 因此 a 中 必 有 两 个 相 邻 的 数 4a+id 和 a+t (i+ Dd 在 同行 、 但 蕊 一行 上 同色 
的 两 个 数 之 差 至 多 为 站 x9-1， 因 此 和 17 x9-1。， 如果 中 有 两 个 相 食 的 数 a+ jd 和 9+{j+1)ad 在 
不 同行 上 ， 则 同色 的 两 个 数 e+ jd 和 e+ (+1)d REDERE 19 个 区 组 ， 所 以 d 污 19x9+1， 不 可 
能 ;如果 中 所 有 的 数 在 同一 行 , 则 因 每 个 区 组 只有 9 个 数 ， 所 以 w 中 至 少 有 两 个 相 货 的 数 e+ kd 和 a+ 
(k+ Dd 在 不 同 的 区 组 , 从 而 dl SDH a HH 10 个 数 ,每 行 有 9 个 同色 区 组 , 因此 至 少 有 两 个 相 
HW a+ ld 和 a+ (k+ Dd 在 同一 个 区 组 , 从 而 d<8, 矛盾 。 结 论证 毕 、 


$5 数 的 各 种 性 质 
5.1 RA aa b, ee Q, 所 以 





€ aaro 
为 有 理 数 ， 从 而 
— C+0 - ¢- 
Va =—ə Vb = y 


5.2 取 正 数 4=MZ，b=1ogva3。 则 0= W "9 3 为 自然 数 。 BR 为 无 再 数 ， 开 面 证 明 8 
BEZAR, BAL Wk bs T. Hh pqEN， 则 二 = 2 1ogs3, 即 29 = 3, KARE, 

5.3 a kEN RALLI, M EIN n 的 奇数 之 乘积 。 将 和 S-l,y + + 的 
每 个 被 加 项 都 条 以 21M。 R SEE m € N 都 可 表 为 m= 2°q, 其 中 pe Z-, q HAR MENEM, 
M) q= 25 <n, 如 果 mA, S p> R H, m=2rq>2n, Ñ p= Ë$, qel, B m = 2iq>2x.3> 
2n, B kun Demn 则 p<, FDL, Ë m= 1, 2, =, n, B mi2 N ann LIOM 者 是 整数 ， 


从 而 
中 
不 是 整数 ,于 是 $ 也 未 是 整数 | 
5.4 8 1 = 1986 的 所 有 自然 数 中 ,被 39 整除 的 只 有 两 个 : 129 = 35, 1458=2.3, 而 其 他 各 数 的 素 因 
子 分 解 式 中 , 3 的 吞 指 数 至 多 是 5。 所 以 当 1 委 m<n<19836 了 时, 所 有 的 乘积 mn 中， 除 729x 1458= 2 31: 


B 含有 因数 3 的 方 得 的 最 高 指数 是 11。 于 是 ,如 果 把 所 有 形 如 -的 数 《 除 75531458- 外 ) 通 分 , 然后 
求 和 , 便 得 到 一 个 形 如 -机 8 的 数 , 其 中 o, ba N, B b Ai 3 整除 ， 因 此 如 果 所 考虑 的 和 记 作 S, M 


S__a =l 
gip ~ Da 
经 营 理 得 到 ,2.314.3S5 -~ fa=5。 如 弟 S 光 整数 , 则 上 式 左 端 被 了 3 整除 ,但 种 端 不 被 3 整除 , 政 盾 , BESK 
EEK. 
5.5 注意 ,如 果 #EN SEERE, M 2r +2 5 Zn + 9 iB, WREE, ME nht tt 其 
Thai, t a € N, E 








-l4 l +... + 1 = 1, 
ü. (T> Ue 
Eg 2n+2=2 a +2Ga + o +20, +, 
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2n+9= 20 + 20 + .+ 29, + 3 +B, 


现在 归纳 证 明 , 所 有 自然 数 n>33 都 合 平 十 中 条 件 。 首 先 , 直接 验证 可 知 , 自然 数 33, 34, ..., 73 都 合 平 题 
中 条 件 ; 设 自 33 至 -1 的 所 有 自然 数 都 合 平 条 件 ,n>73。 如 果 # 为 僵 数 , 则 它 可 表 为 2 以 +2, EnH 


HR 则 # 可 表 为 2 m + 9, 其 中 m € N, B nomai ->32。 由 上 面 的 证 胃 可 知 ， 在 这 两 种 情形 T, n 


”都 合 平 条 件 , 因为 由 归纳 假设 , m 合乎 条 件 , 证 毕 。 

5.6 因为 # 的 二 和 进 制 号 法 中 恰 有 三 个 数字 为 1， RARE O, AUETURA n=% + 2+2, F. 
Hi R, 1, m6€ Z*, B k<l<m, WME n OHS ER 0 ñ 43k] F S, 则 el, ARAD, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, T 时 ,2 被 1T 除 的 余数 依次 为 1， 2, 4, 8, —1, -2, -4, 一 8， 经 直接 验证 ， 其 中 任意 三 个 不 
同 的 数 之 和 都 不 被 YT 整 , 所 以 nss0(mod 17), FA., 因此 在 # 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 人 台 个 了 0。 如 果 # 的 
二 进 制 罕 法 中 惟有 7 了 个 0, 则 w=9。 如 果 # 为 奇数 ， 则 上 =0, 从 而 2*+2" 二 3(mod 11), 但 由 于 任意 TE 
11, 2, …, 机 都 不 满足 2 三 =3fmod 17), 所 以 #5= 2r + 2 tae TS IT 的 倍数 ， FA. B.n HAS. < 
祥 的 数 确实 存在 ， 比如 m= 21+ 26 + 28 = 578 序 是 一 例 。 

5. AFRE mEN 的 十 进 秽 写 法 中 数字 的 个 数 。 则 对 所 求 的 则 Jo + f(a9) =10, af) > 
4, , 否则 fa< 1000, Bp <10, 从 而 ?<100000， 次 此 

| Fn + fi 24 +5<10, | 

不 可 能 。 于 是 f(n3) =4, f(n9) = 6, 其 次 , 由于 mm<10000, 而 223>10000， 所 以 n<22, 同样 ， 了 由 于 nt2> 
100000, 而 1 一 100000， 所 以 m>17， 于 是 18<r<2 半 。 由 于 任 章良 然 教 都 与 它 的 十 进 制 写 法 中 数字 之 
和 模 缠 同 余 ， 所 以 有 +P=(04+1+2+…+g 委 (mod 区， 因此 ffa+1E=U(tmod 和 .mn=19 与 加 不 合 这 
个 条 件 ， 而 213 与 21! 的 末 位 数字 都 是 1， 所 以 == 2 也 不 合 要 求 。 最 后 , 经 直接 驻 证 ,18:= 5832，18* = 
104975, 即 只 有 n= 18 合 平 题 中 条 件 。 


5,8 kn KRAH AMASSATS ETE EAMH A M 则 Ss= 部， S<9 k, 
nlo, RIEL PEpS SI, masir, HANSA ke N, 都 有 
PRAI _ (h+ 1): aag 10n- 
| gp p SQ Cl — J ss a 
Fr Ge Ct MRF 8 8958089. KAD a <1, 所 以 对 所 有 kob, WA W<< 102. RRA, F 不 
大 于 5, Ait S9545, HF S= n, REE SS (AmE NARATOR A RARER AAR 
$. 所 以 S 只 能 是 1, 4, 9, 16, 25 或 36， KRHA RAS 5159h, n= Wo 的 各 数字 之 和 为 


S, 因此 合子 题 中 条 丛 的 只 有 .4 1 与 8 .243, 
5.9 im, n€ Z, m<naa100, BAN g Tara 六 


I T= 0. digt G, 167 dpa" 


其 中 Gis Day s> Oky Gy. "€ 10, 1, 2, v n Ih 1 p = 10: ~ 一 则 p- [pl = 0. 16Tay,,as-' ` Bir, 


0.167 = Wm [pl ote, 
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Xiqa=l3*?- plne Z, WJ 
1.02g 22 $a <1.008, 


H oeoo 58 ie- 
出 此 得 到 ， 





pbg- n< <1, 
H 6q- ns PEER, 5q, n€ Z FA UE, 
5.10 设 201 NIRA R ME a, A k=0, 1, =, 100. MJ atatt t201, E, 20l 
人 中 无 3 人 的 分 数 相同 的 必要 自 充分 条 件 是 ; ai k, k= 0, 1, =, 100, HA Janaa, i 201 AEE 
3 ARE W 0<2-a2, Hr 08100， 由 于 1=202-201= (2-0) + {2-0) t+ (2- 
G400)， ATUBA AA i, Geil00, 649 2 - a, = 1, Bel, mA JA, a,=2. [HI 201 AREA s 
100 in 190 
S= ka= 2k- $ k(2-0,)=10100-i, 
k= (J E= 1 kağ 
MATa 10000<S<10100, Ah AA i= 100, Bl 1 大 得 100 分 ,2 K 80 yas par, 3), 
TAERA (=0, 梧 了 人 得 0 分 ，2 人 得 100 分 时 有 上 峭 等 式 成 立 ， 即 (人 得 证 ， 对 人 1) 由 于 201 大约 总 分 
3993—10000<S, 所 以 其 中 必 有 3 人 的 分 数 相同 。 问 样 ,对 于 (的 ， 由 于 201 人 的 总 分 1010110100, 
[殿中 也 必 有 3 人 人 的 分 数 构 司 。 
5.11 EE m, n R€ N, Riom- k, HA 
— R° = (m — R) (mt + m R + m Rš + mk? + RŠ) 
十 素数 ,所 El m-k=1, TH, 
2t 十 = {k+l hs= Rt+10R: + 10k + SER+1, 
Eise 2” = Dikt RRt ARA Ryk 5 B REE. EE, 
5.12 une, Er- RARA. E 1 -LR E, ueh 
2 pbt n-1, 因此 -1=38, Bl a= 3821, Ah ke Z+, EE 
Pmi q= 2 -14 +1} 1=3(mod 7), 
Fir stag ar 3k TRR RAEE 0, 1 = 6: 
(Tm)*=0Q(mod T), (Tm+1):=+ (mod T}, 
(Tm--2)5=-l(mod T), (Tm+3)*=F1(mod T). 
H 2"+1~1 不 能 是 整数 的 立方 , TEIAS ne N, 2s=1._1 sa 1(2"- 1) BE 4 22 aE 88 an) a 
5.13 RREH, hny T —m>Ü0 Dü iH n T -m> Z, 其 中 到 , n€ N, $n VT — m= 1, 
网 T= Lem 为 有 理 数 , 不 可 能 。 设 0<aw『 oml 注意， 因为 mE T 5052 8k 6 2: 6 sk 5 


事实 上 ， 





(Th):==0(mod 7), (TE+-1)2=1(mod 7), 
(TE-+2?)°==4(mod T), (T+ 3)2:=2(mod T), 
FL Tn2- mË = (n / T - m) (nV T+ 人 0 不 能 是 1 或 2, jk T 2 - 223. I 
3m2 m+1>2m+ (nv T -m)=na/ T +m, 


1 ki EE 
> 证 毕 





` mr 3, 
所 以 HT 一 nS ZT +m 
5.14 HAH, m= (V3 + 2). (VI — 29 是 整数 ,并 求 出 它 的 最 后 一 位 数字 。 证 
a= (3 tv (3 — /2)m=- (G+2v 6)"+ (5-2v6Y", 
设 w= (5+2w5)， 8= (6-2 6y, WJ 
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Ga= +p, a, i= (542V bat (5-2.//5)28, 
an= (5+2V E ya (6-2 V A= (89 + 2076 Ja + (49-20v6)8 
= (50+ 2045 Jo + (50-204 6 )£ - (a+ P) = 100,1- Ona 
MHES n€ Z*, a, = 103... On A pe= 2, 91= 二 为 整数 ， 所 以 当 EZ bh. a, 6 Z, Bbk os+ ` 
üa = 1Qa,.: 被 10 整除 ， 因此 Bari 7 G, = (gs + G,,3) 一 (üa: + ü,)1B 36 10 整除 ， 这 吉明 ， Ga, fgs dip "k 
Gen 被 10 heei. HT a= 98, 所 以 出 = asw 的 十 进 制 写法 中 末 位 数字 为 3。 最 后 由 于 
m= {v3 + 2), NS - / 2 mos, VB + a 2 we 0.51m mm ~ 0.1, 
AAS + 2) &iT3b8lmikrh ak (U AEA T, 0-2 ra (S 43508) 3, 
5.15 hg E EE, 对 给 定 的 m, ag N, 有 
(m+ V m-1 = È Ctm) EN m-i Y, 
当 n=2j, jEN 时 ， | 
(m+ mI) $ CHMP A (VY m = 1 ya 


t= J 
+Ë CRE (VEP RCTJ 
. => Cumi {m — 1): + MA Caca" {n = es 
-eV 了 
其 中 ü, be Z*, 当 n= 2) - 1, Je N H, 
(ymt «m-s > CH mU a mL) 
+$ CH- (aim H m1 ya 


Ca aE Cam [m — Y) + vs 之 Ch-lmti(m-1yi1 
. sC md vy m-l, 
Mike dezt, 总 之 有 

(vmt m-1)=vkivi, 
其 中 k, le Z*, 3: B. 
k-I= (Vk + TIN k - V 1)= (m+ ml) (Vm- em 18 
= (Vm -= (Z m= T l, | 
FD 1= k-1, E. f 
(m+ m- Iye kt kl. 

证 毕 ， i 


516 PERNS, PLETE z, € [9, 1) 对 应 于 数 对 如 v, 其 中 4= [Nz], v= Ny). Im 

果 摧 个 数 对 (iu SGo ALTEA, 6), 则 

jz: =m] = N (u+ (Nz0)- 8 (u + (Nza)) 

le |< 
FE, [i — py! <, apa: t, vE 40, 1, 2, `... N- t}, 所 以 不 同 数 对 (w, v) h 46 35 23 N2, 考虑 由 Nz: +1 
个 数 对 T= Gay, y= (y, 1=0, 1,2, …， NN? 的 集合 。 出 狄 利克 雷 原理 {定理 1) 这 个 集合 中 至 少 有 了 两 个 
数 对 ( 贷 如 取 1=i 与 1= 记 !> 闪 对 应 于 同一 个 数 对 (4 9》。 记 n= i 一 j= [io] [jo], m= fib] - [j], 
便 得 到 所 需 的 不 等 式 : : 
jna- k] = | (ïa —- [ie]) - Ga [0D) j = | tio} ~ tio} | <e 
t 0.1 


Inb -m| = | Gb — ib]) = (jb- LIOI) | = |{it} - (by | <e, 

Ë: 上述 证 明 的 几何 意义 是 ; 设 坐 禄 平 盯 土 光正 方 形 上 = (z. 010<z<1, 0<g<1) E p N° 4 
846599 S 08 1 83:39, MELEE, ARR 210 pa xs 出 ORFA ARE u, o 的 必要 上 且 充 分 
条 件 是 , A (zi, n) Go EE AEDE E. | 

5,17 我 们 证 明 , 对 任意 ke N, AEREA meN, 使 得 5" 二 1(mod 2), PX F, Hk yr i pa, 
5, Bl, 52, ..., 52 市 至 少 有 两 个 名 5 5, poa 它们 被 路 除 的 余数 相同 。 于 是 它们 的 差 5 - 52 = 58 
(359-1) 被 D 3885, BIE 5859-7 一 1 DE Sool, rE 入 ， 都 被 P 整除 ， 于 是 对 每 个 m= r(p- q), 
二 正六， 

5===1(mod 2), 37 =p {mod 10), 
Rant ARKE R ARREN D 的 十 进 制 表示 。 了 到 ke N. i 210s, gl 
10* 


Fe = s. «7104176, 


BS 的 十 进 制 写法 中 至 窗 食 家 k-19 个 数字 。 内 此 5M t B KER +EËErh, FURER EERE 
Je k- 19764, TERELT 个 数字 都 是 0。 结论 证 毕 ， 

5.18 首先 ,对 7E23+ 用 归纳 法 证 明 , 52: 一 1 被 21*? 莫 除 ,但 不 被 2 整除。 当 j=0 时 , 52-1=44 
结论 正确 。 设 对 某 个 站 20, 5-1 被 2 整除 ,但 让 攻 22: gpk MA 52 + 1==(4+ D? (modA), 
故 52.1 1=(52 - 1) (52 + 1) 2 3 整除 ,但 不 法 224 SEP. TEXFmE N 用 归纳 法 证 明 题 中 结论 成 立 。 
当 m= 1 时 , 由 于 有 无 限 多 个 n€ N, 使 得 5" 的 十 进 制 写 法 中 最 周一 个 数字 5 (奇数 ) 与 其 最 后 第 二 个 数字 
2 { 俩 数 ) 相 邻 ， 所 以 结论 对 和 = 1 成立， 设 结 论 对 荣 个 ml 成 立 ， 即 有 无 限 多 个 n€ N, EAT 的 末尾 
m+1 个 数字 交 普 变换 奇 朝 件 ， 设 5° 即 是 其 中 一 个 , B 5">10m**, 现在 构造 St, 使 它 的 末尾 m+2 个 数字 
交 普 变换 奇偶 性 ， 如 果 上 面 职 定 的 外 的 ({ 自 右 算 起 的 ) 第 m+2 位 与 第 功 +1 位 数字 的 衣 偶 性 不 同 ， 则 取 
B =n, BIR k= n+ 2m-1, W 

5#-(m+2) _ Ein-(m+3y=_Bns(m+2) (5m: ~ 1)==2=+1(mod2=+2) . 
B Dm — 1 WE AnH pk, EDE 2=*2 SE Er, PH 1 G+ Bn==5.10"%*1(mod10m:2), 这 表明 ， F pjk 
ë m+ 1 个 数字 实 全 相间 ， 但 它们 的 ( 自 右 算 起 的 ) 第 加 +2 位 数字 的 奇偶 性 不 同 ， 这 样 ， 第 m+2 位 与 第 
m+ 1 位 数字 的 奇 俩 性 不 闻 的 数 天 便 构 造 出 来 了 【并且 由 于 只 要 求 上 适合 汞 这 58， 所 以 这 样 的 时 有 无 限 
ZA, ERGER m+ 1 成立， 
5.19 REER, Onei EmA E1001), (n + 2)2, e, (n+ 10032 排 成 下 表 : 
(n+ 1Y, (n- 232, -, (n+ 10523, 
(n-11)2, (n+ 1232, =, (n + 20), 


(n. 912, (n + 92)2, (n + 10092. 
ET ËR ts (k + 102 的 个 位 数字 祖 同 ， 所 以 表 中 每 一 列 的 十 个 数 的 个 位 数 都 相关 ， 它 们 的 和 必 是 10 o 
数 , 其 个 位 数字 为 0。 关 此 将 这 100 个 数 相 加 , 其 和 的 个 位 数字 了 过 是 外 于 是 , WES n€ N, 都 有 有 G, i= 
ow 这 就 证 明 0, 0203… 为 循环 小 数 ,( 即 是 有 理 数 ), 而 且 特 环节 的 长 no 是 100 的 因数 。 
注 ， 如 有 果 其 体 考察 前 20 个 自然 数 相应 的 a, 的 变化 规律 , 还 可 以 求 出 加 = 20, 
5.20 用 zi1 与 zi 表示 夫 形 内 荣 一 点 卫 到 油条 对 边 的 路 离 ， 岂 内 与 埠 表示 卫 到 另 一 组 对 过 的 距离 ， 
则 由 条 性 ;矩形 的 边 长 4= mtn 5 B= it l PJ WR. WA ho Gi dor, GC Z, Erte al š, 
j=1, 2, Ft. 1u 5 mA B, u = u A.B, 则 | 
u, — tus = (zi 22) 4. B= (TI zp) 8 = (G1 + 3) - (22 t 4)28 
= {of - 0) B=0, 
| Bi + uy = (2 + 2.) A. B = A2. B= D, 
MÆ, v-v (jeh) =E, v4+va= A-B =F, RAH, 


[11] 


ut 好 = (z+ yA BP = a, 2. B = bs, 
g C, E 5 b; 为 整数 , T D 5 F 3835038, RAEN u v 为 整数 , 则 因为 ur + u, DAR, 故 ur, 四 有 一 
个 为 青 数 。 同 理 , pl tw 也 有 一 个 为 将 数 , 用 # 与 4 表示 这 两 个 奇数 ,再 用 PP 表示 它们 的 平方 和 , 则 有 =s 
l(mod4), Wes1(mod 4 H 2 +2= ,与 有 2(mod 3) FA, REH, n, n TERRES, Ak U, = 
2u = D+C, V,= 2 o= F+E EDARRA, Raka Wk U, (其 他 情形 仿 此 讨论 ]。 蓝 由 
去 + i= bi, 得 到 U3- dbi PREZRTA, 因为 
=] (mod 4), 43 =0({mod 4), m Viss3(mod 4), 
5.21 BE keyikitanE, H g 表示 其 斋 面 正方形 的 边 长 用 上 表示 楼 稚 的 高 ， Niti 


长 ,表面 积 与 体积 分 别 为 
f= V5 9] ; yr 2) ， 


s= g'h, 
相当 s, Í, $, vEN, JR E! z = g, g= bu, z= g(s- g), u= 2g°f 都 是 自然 煞 , H 
z? 4y = + 3662 = 4g (好 ) + )= (s -2y= 2, 
z° + 32= g + sat P + (EY) = 42 +2 (2Y) =a, f 
于 是 方程 组 
tp, 
| {a | | 
有 自然 数 解 。 取 其 中 一 个 解 (ë Do Zo u), 849 z EFFE z PS5 i W z, Mo Zo 如 AAE 
素 ， 事 实 上 ,如果 其 中 某 两 个 同时 被 某 个 素数 了 整除 ， ME 
z+ = 20, at 20 = ug, y b= 223 
可 知 , 另 两 个 数 也 被 整除 于是， | 


1 7 


p p Bp? P 
JE 238 H Pr, 而 县 — Dern 与 z ARTE. pyh 过 为 了 DAAB AU AAR, 因此 T AA. 
数 ， 从 而 Fos 2ús HO YAR. FÆR i= 29 -y 得 到 ， .. 
Gy- Zot No, Zú 
和 如果 自 然 数 U q — REER MO 
(Zo Yo) = (Zo, 20- tn) >( Zo Ze Be) = (2-23, Azt) 
= f Zy + Ho Zn- r | 
- (Py, 27” )>t 
即 zo 和 th 不 是 互 素 的 ,不 可 能 。 因 此 , -2 二 名 和 A Sg A 2 yË 和 mË 分 别 是 某 两 个 
TRR k, le N 的 平方 。 所 说 zu = 2h1, y = R? — B, ,ee FE, H zü = ai- 20 IAR, To= 2 MR, 
asme, u= m+ 2, 其 中 m, n€ N. 于 是 得 到 方程 组 
Rl mn 
l ky Ë = mË — r, 
iR, m) = a, My k = ob, m= gc, 其 中 a, b, ee N, E(b, c) = 1. 由 于 ki= mn, 所 以 abl= acn, EU bi= 
cn, R. 1= cd, 其 中 dEN( 因 为 cjb1l, H (b; c) =1。 从 而 bed= cn, 8 n=bd, XH 1= (k, D = (ab, 
ce 四 可 得 , (a, d) =1。 其 次 有 OD? +d = a?03 -bzd?， 由 此 得 到 , (a2 + d2) (b? + en) = 2 oc?。 因 为 (+ 
d?, 22) = (d2, ¢)=1, WR (b° +e, e?) = (Ë, e2) =1, 所 以 由 上 式 得 到 ， 
(1421 


2. d2 = 2 c, a d: = e 
[rene a aaa, 
和 此 分 别 得 到 ， 
人 加 人 
b? + e? = a°, d° + 0° = e°, 
ATTA, (b, d, e, 四 和 (Ge b, a, ORBA -个 是 (Zo, Hos Zos Wo) 所 满足 的 原 方程 组 的 解 。 因为 ra = 
2 = 2 rbd, 所 以 6<zo H d<r, 与 2 的 选取 矛盾 、 结 论证 毕 . 
S.22 XNEBB RER p= 1 ,4 一 成立， 构造 一 个 次 数 不 高 于 #~1 次 的 多 项 式 ， 使 它 在 每 个 
点 处 说 值 为 ap dsl, 2, … 、 册 拉客 遇 昌 插值 公式 ( 守 8 02). 这 个 多 项 式 为 
Pay = > as -0m 


ss (G — G, i=1 P; lajan 
i*i 
其 中 r-i 的 系 数 为 È =. 3 — Oym ZR p(T) 和 多 项 式 z" 相等 , 国 此 ， 当 天 之 4 一 1 时， 站 的 系 
OA 0, 便当 k=n-1 时 划 关 JA l. 这 就 证 明 , 对 
h = 0, 1, Ta n-1, 2 Saw, 





1=1 
车 在 证 明 , mR kpn, 满足 
: t-f -i1 k-i 
= 

P P En 
a$ aj? ak- = bu, 
Pi P; D. 
88 aj" g + ak- =b 
Pi P Dn 


的 bi: bs, Ta bE Z, HII 





也 是 整数 。 于 是 ， 由 数学 归纳 法 ,所 和 欲 证 的 结论 对 每 个 ke N ga, ESIA T+ e 二 
RHA Gy, lg, y Gpr 由 由 圳 这 定 理 ， 这 个 凶 项 式 的 床 炊 Cir Co, +s Cs 为 整数 ， 并 有 所 对 每 个 i = 1, 2, Ta 


H, 有 m= — 5 RH, 方程 组 巾 HAEA E Ciy Cay rty ys JARA, 得 条 f 


T 4 n ak, n ak" i a 
Cbi= = x = r qt t 
-1 i-l j=l 4 -1l D; š-1 
k T ax 
_ _ d; a bo, P 
yl PJ „dl P; 


M bo= - 2 cb 为 整数 。 这 正 是 所 要 证 明 的 、 
5.23 设 Pis Prts Pn 与 Qis Gar ti Gn J! 2 n AF850038 38. 由 中 国 剩余 定 理 {定理 23), 存在 
m EN, 满足 
m= — h (mod pq) R= 1, 2, 
B m + E=0(modp,q,), k=l, 2，…, n. TÆ AARMA, m+ men BARR, 
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第 二 章 I . 方程 与 不 等 式 


8 6 方程 与 方程 组 


68.1 L puni, 我 们 证 明 , 没有 其 它 的 解 ， s z>- + h, 函数 ne> 8* l P (z)= 3z+ 1 8Ë 
Put t nae, ETORREN, 在 区 同人 (~ 各, +e) 上 方程 至 多 有 一 
个 解 ， 其 次 , 当 zc - 癌 时 HSO, n (<h ETna, FREK (-=, -中 上 
方程 无 解 ， 因 此 , 原 方程 有 唯一 解 r=. 

6.2 i J(= (z—üay(z- b) a bjir- e) + (z - ey(z— a), THE agbe, HWE a=b h= 
c, 则 f(b) =({b-a)(b-e)=0, R a<b<e, Mi £(5) <0, 而 8)= (a -b)(G-c)>0, BA fE) 是 
连续 函数 ,所 以 存在 zo€ (G, DE f(x0) = 0, 


6.3 我 们 证 明 , J) =2++5x + 6r -4 一 1 和 恰 在 两 个 点 上 取 零 值 。 为 开 考 赛 它 的 导 表 
f'E} = 4,152 + 12z-4= (z +2)*(4z— 1), 


3 a<- -2R -2<e< gM, PAKTA z> Lat, S0. Wik f(z) 在 区 间 ( - —, +) LSR, 
mermi +e ) 上 递增 ,因为 f( -10)>0， ao>oay 人 (人 )<7(0) <0， 所 以 多数 FG) 在 上 述 
两 个 区 间 上 各 有 一 次 取 零 什 , 从 而 方程 1(z) =0 愉 有 油 个 实数 解 


6.4 方程 = 志 特 价 于 方程 cr=%, PR c= ab>1, BD98838 F(z) = ce-z 的 导数 f(z) = lae- 
1 当 eloge 时 为 正 的 , 而 当 ce<log,e 时 为 负 的 ,所 以 函数 EERE c= = loge 的 点 ze2>0 处 有 极 小 
值 ， 如 果 f(z)>-0, MERHER WE f(z0) = 0, 则 方程 有 唯一 正 数 解 z= z; 又 如 果 f(za)<0, RA 
为 KO>0, B lim f (z) = e°, 所 以 方程 有 两 个 解 (在 区 间 (0，zp) 与 (zn， ~“) 上 各 有 一 解 )， 于 是 ， 厌 方程 


满足 题目 癸 求 的 必要 上 时 充分 的 条 件 是 =c loge, BU z. = cre=g 且 C= é, .因此 , Br 55 a 5( B 8 
ACAR =e, 其 中 如 >0, Bl a= t, b= e]nt, 其 中 f€ (1, es), 此 时 方程 的 唯一 正 数 解 是 =~ e, 
6.5 kasa kishpi ° 


(= (2 1 


` 
一 一 一 一 十 — 
sinz COET sin T Coir 








SID Z COS T 


= (a- D( | 


Bj sin’ (z + zje 。 


ta- _ 5 
v? sin (z, 2)-1 
W sia (z+ 4) 
后 一 方程 当 jof > 2 或 lal =1 时 无 解 ,而 对 其 他 的 og 有 解 , 当 |a| eUZ, +) 时 原 方程 无 解 ， 
当 ic| E [0, 1) U (1，wV 2 ] 时 ,不 方 程 有 解 , 其 解 为 
i=- )'"arc sin (a )- 3 +n, 
其 中 当 jaje í0,1) U(l, Y2] 时 snE ZF mš lal = V2 时 ， Se N. 
6.6 将 方程 左 端 变形 得 


EOSŠ T + Sin? y = ( 








Y 


(2 + 12 cos’ 2z + 2 cost Ze) 


-Leens 2r y ñ (1e 2r 


_ 1 
1 


= -ar (4+ 12{1 + cos Ar) + {1+ cos 4z)2y 
= -er (cos? 4r + lå cos dr + iT), 
胃 此 得 到 与 夭 方 程 等 价 的 方程 


| tos? 4 z+ 14 cos 4r = 2 


Ep ( cos z+- X cos 4r- 2-)= 0, 或 cos 4z= 可。 





Bs 4z€ [0, 2], Mu 428 本， 党 |， 因此 得 到 原 方程 的 角 


_ Tr x 
Tsa T° 


6.7 设 对 4, B, EPS H. HiH cos Bz = — cos Az, 因此 sin Bz= e sin Az, 其 中 

s€41-1, 1}。 由 第 二 个 方程 得 
(A+ eB)sin Az= Ü, 
HAA Be N, HAAB, I*Ú A+ B= 0, 于 是 sindx= U= sin Br, 出 此 得 到 
Ar= ka, Br= nm, k, n€ Z. 

将 这 些 如 Br 代入 第 一 个 方程 可 知 , h 5 n 的 奇偶 性 不 同 ， 消 去 > 即 得 到 BR = An. E k 55 n hia 
BEZE 所 以 A BEN 前 束 因 子 分 解 式 中 2 然 指数 不 同 。 到 之 ,如 果 A= Zip, B= 289, REl, me Zt, 
Im, p, q€ N B p. q NER, MUSE T=- RIR s= mintl, mh, 


5.8 将 方程 组 中 的 两 个 方程 相 加 得 到 , WEN AR r, p. 部 有 
cos zsiny+ sinzcosy o py si(z +u) - 
一 SS sin žy ' 


. COSU Sinu 
， r+ 3 
BE sin (=) cos (TE) 0, 
TARH T, ue ( 0, z), 所 以 z= y, RE z+ 3 =n, RX, 出 方程 组 中 两 个 方程 相 减 , 得 到 


sin(u— r) _ rl 
gi y = eos 2y Eh sin(y — z) g Sindy, 


$R z= p, WU sin 4y= 0, Sty 因为 yef 0, z), TJ z=u= $. Xi z=x-3yu, Bi 
[ ff5 J 


sin(4yu- z) = + sin 4g 或 一 sin dy = $ sin $y, 
BE sindy = 0, 因此 仍 得 到 


# 3 _ m 
yA Er 
于 是 r=y= 了。 经验 证 ,. r= = T 的 确 满 足 原 方程 组 ， 
6.9 因为 -1l<sin el, - 1=cos egl, Pt 


{sia{x-— y) + (2 cos(2r-y) + 1)=6, 
APPAR sin(z-y)=1A cos (2z - u) = 工时 成 立 。 凡 此 ， 方程 等 价 于 方程 组 
sin(x- u) = 1, 
I cos (2z — y) = 1, 


| TH= y + 2 ma, {me Z), 
即 


2r- u= 291, (nE Z). 
内 此 得 到 原 方 程 的 解 为 


= -+2(n-m) r=2 hs- hEZ, 


= (2(n— 260 — Tnx= (2(h — my — l)m= (21+1)=, le Z. 
8.10 ¿izn=1l, M 


1= sim z+ Cos r= WE cos ( ~ z). 
-于 是 方程 的 解 为 z = 2 mr, 或 z= 2 kx + w+ m, ke Z 
i n = 2, 则 
Í = sit z sin 2r + cos z cos 2r cos (2z— r) = cos r 
于 是 得 到 方程 的 解 ?= mr, meZ, 
最 后 , 设 #>2, W| | | 
l= sin z sin 2x- Sin nx + cos z cos 2g cos nx 
= |sinz sin 2r-.sin nz| + |cosr cos Zm. cos nel 
lsin z sin 2r| + |cos z cos 2* | 
= max{ |sin zsin2z + cos z cos 2r], ]sin z sin 2r - cos x cos 2z]1 
= max{ eos z|, [cos 3ziy, 
因此 ,如 果菜 个 + 是 原 方程 的 解 ， 则 [eds 3r! = 1, 或 者 |cos z| = 


1, -但 是 如 果 [cos 3z[ = 1, m) sin Br = 
O, 四 此 cos z cos 2 ., eosnz = 1, 仍 有 |eos rÍ = 


1. 所 以 只 需 考虑 1c6s *| =1 的 情形 , 经 验证 ， 尘 任意 
n2>3, z= 2 mm, m € Z MERDE, XOMUR r= (2 Ë+l])z, h€ Z, WIBCT sin rz=0,cosrz= (~1)" 
r= 1, -- 7 n, BW 


n(n+ Í r 
1= sin z sin 2z-.-sin nz + COS z cos 2z..-cos nz = ( — 1 š 


p CAD 为 偶数 时 ,z= (2 kt) = 满足 原 方 各 ,但 当 且 仅 当 或 w+1 有 一 个 被 4 整除 时 了 (9 了 为 ， 
偶数 。 PAE RENERE 


WR n=l, 则 X=2 ma Ñ z=2 ha + m h€ Z; 

pE n- 4-2 st n= 4 + 1, IEN, N z= 2m=z, m£ Z; 

mE n= Al, gë a= al 1, JE N, l| z= m=, mé Z. ` 

6.11， 把 前 两 个 方程 相 加 , 得 到 sia0= 一 上。 由 第 3 个 方程 得 到 ， 
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sin 8 = (sin Ë + cos 8) {sin 0 — cos 0) + i= zu += (z +u), 
TET = (r+ Dp, AT +u- y )= 9, 所 以 z= -y 或 TER 当 z= -少时 ,sinb= 0。 由 于 
cos? fel- sig 0, 所 RL cost 0= 1, Bl cos 0 = 十 1]， 把 前 两 个 方程 衣 减 , 得 至 cos f=. %34 = - u, FF, 
y= —cos0= +l, 从 而 z= -ys Fl p= > B B eo 0=1- sint g 代入 第 3 个 方程 ,得 到 
2sin 0 - sin0- 1= -4, 
BH 8 sir p-d sing- 30, 因此 sing= lEVT, EE 


sing- tY , 22+1 SE Dl z=-+ 








z. 
因此 至 多 有 四 组 z, y 的 信 : I i 
a; -D1 D4 G) (E 1) 


容易 验证 ， 当 了 = 1, u= -1, 而 sin Ü = 0, cos Ë = 1 时 原 方 穆 组 成 立 。 RI t= 1, H = - 1, 8=2 ka 是 原 方 
程 组 的 解 。 同样 ， 


区 = "1, y=1, f= (2 k+ l}r; x= x, =] 1 





-g 1T+w _ l+ 

sin g= ,cosb=—— i 
% o “T _ 1 + _ 1- a. T _ -1- T 
也 及 r=- fy =F, Sin = I’ cos 8 1 


AES IR 4. TERRI, p) 23: 
a, D. erd (Z, 3) (E 1). 

6.12 当 nn=1 时 ,zf 与 y 可 以 是 任意 的 数 。 其 次 , 韦 虑 歧 意 大 于 1 的 mE 入 。 分 三 种 情形 : 

(1) zy = 人 0， 上 叶 时 ,如 果 z+=0, MES 都 满足 方程 ;如果 y=9, 划 任 意 z 部 满足 方程 

(2) zy 大 9 ü r+ = 0 此 时 , 33 H X n 3 y Sk ry 满足 方程 ; 

(3) zu(z+g)==0, Je, z, y 大 满足 方程 ， 下 面 给 出 证 明 。 为 确定 起 见 , |z|>|u|, 并 沁 

2=#+-1, W |z|E(0, D, 县 方程 化 为 

{1 +r 2)"= l+, 

WE z>0, m) (1+z)°=l+nz+ + z"2>l+ z, 如 果 z<0, mil += 圭一 lz|ys<1- |z < -i 
1+=, #2, (1 L 2)"==1 + z", 

凡 此 得 到 方程 的 解 ， 

4 n= 1 B, (z, g) € R; 

H n=2R, REN NH, (z, WD € 1(0, lie RU Ole Rh; 

X n=2k+1, EEN ih (r, WD E10, DILER UIG, Olite RUG, -Dit€ R). 

6.18 将 第 一 个 方程 乘 以 2， 并 与 第 一 个 方程 相 基 :得到 

tom + = +2 (r+ = 10+6vy2, 
一 (zryr1)?= (34YVZ)?， 从 而 z+y+1= 土 (3+ MZ)， 如 果 X+y= -4- V2, 则 xy=6+4v2, 且 
{z= (+d (4+ 2) -46+4vy2)= -6-8w2<0， 
不 可 能 。 因此， | B 
+=2+ v2, r= 2.72, 
出 此 得 到 
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( ` ` Palpe 与 名 9 = mi TE EI TE 

的 验证 , 它们 都 满足 原 方程 组 。 

-eiia 由 前 一 个 方程 得 到 ,w+2y-8=0, 2-220, 解 得 z= 2, y=3， 翅 它们 代入 第 2 个 方程 , 得 
T rd Bwe or = . : 

< t= SEETI. 则 上 面 的 方程 化 为 nz- 5w-6=0, mamot w= — 2, HT mO, 所 以 ms 


2 JIR. S E, Fæ 22 + 3z+9=36, E3, z 二 -9 经 检验 ; 


和 ze 
者 是 原 方 程 组 的 解 ， 
6.15 由 平均 值 定理 {定理 介 , 有 


(L-z)? + (312m)? + e + (z-i = z) + a 
>T a- a+ a) ' + (z,- í" + 
HSARA 
{i= 1, ..., ñ) 


时 成 立 ， 因 此 , 存在 唯一 的 数组 二, o, z, 满足 题 中 的 方程 ， 
6.16 记忆 = WB BH (Ep … ERREN, mist mman 
1= l + 1 
T T; 


l-z- ipa < = Tn Ta = 





. I . ; 
即 X= 1-— nr 


+ =" 








9= r+ Ta + np 
BY Rr B R<š, +E. nt<9 Ei n<3, MIEL s= 3, 则 上 上 述 东 等 式 变 为 等 式 。 Hü Hi z = x =Z,= 3 
时 才 可 能 (而 且 实 际 上 成 立 }。 央 此 n= 3 满足 题 中 的 条 件 , 而且 此 时 方程 组 省 叭 一 正 数 解 (8, 3, 3). ME 
n=l, 则 得 到 一 对 不 相 者 的 方程, 因此 方程 组 计生。 当 # = 少时 ,方程 组 为 
` [| 1 + z; = 9, 
i 


aa ~ r-l zta a ,所 以 方程 组 等 价 于 
Zl r. Pp 

i kao 

z ra = 9, 
a a L. 9135 
由 刺 达 定理 的 逆 定 理 , r zz 是 多 项 式 P-N +9 的 两 个 根 : 和 f= TERASAMA 解 : (H, 
da), (t, 1), AA to h>0, AU nal MERRER 
6.17 He WER ic il, = m, A 
O nsl, Zim mim Zai= EÀ 
HEADES, FERH, R Lantai RIBA TES. ES, mE m0, i= 1, 2, 1 
m Etajer, Mre [0,11], AAE zi, re, n Z, 32 3 TE SE OE, 则 
2=(1+zj3)(1+ z) (1 +z) = 1 + (2 i + fy +T os taa) t Z 24 TET Ze ZA 
>1+ (zi + rft + 28) + 22 s: = 2+ Tt 


S, zz = 0， 由 此 得 到 ,在 zi, a e zs 中 , 除 可 能 有 一 个 例外 之 外 ， 其 余 都 应 为 0。 否则， £ 


laga 


4 181 


GG 


Ei 


zy, z0, Pq, 则 E 2e >ot 0, 不 可 能 。 最 后 ， HHE A Fins (1, 2, Ty rh, 
Zis tUa Rid Typis t’ En 都 为 Ü, MEV À SL TH 52] , z, = l} 


所 有 的 


6.18 首先 证 明 , 当 n<20 时 , 原 方 程 组 无 解 。 事 实 上 , 从 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 乘 以 10, 得 到 


— 9 sin z, —- B sin z, — -e — sin zg + Sin rat + (n - 10)sin z, = 100, 
把 上 式 左 端 记 作 f(zi ma, o, z). BMT n<20 B |sinz,| <1, 所 以 
100= f(zi, zz, = PALI +B l+ l o + (n - 10) 
<2(1+2 +. +9) + 10= 109, 
矛盾。 因此 , 当 n<20 时 原 方程 组 无 解 。 当 ?= 如 时 , 罕 易 验证 ， | 


x hi 
T= *.. =Z, = = -y Ti = ran = Ey = 一 一 


2 2 
是 原 方 程 组 的 解 。 所 以 , 使 原 方程 组 有 解 的 最 小 n€ N Æ 20, 


6.19 设 数组 (x, v MAERAH RE WER t= tga, 其 中 mE( -7 5). 则 出 方程 组 中 第 一 个 方 





程 得 到 ， 
y= i = = tg 2a, 
由 第 二 个 方程 得 到 z=tg 4a, 
由 第 三 个 方程 得 到 z= tg8 aa, 
因此 ,tg a= ta 8a, 即 Ta= zh, EZ， 所 以 a= PE, 从 而 
x= tg Fa, u= tg trr., z=tg =. 


检验 表明 , 当 ke (-3, -2, 一 1, 0, 1, 2, SHE, AAO HU A z, p 2 ARKNA et 


8.20 $ X- r, Y= - 1 W=2w, Z = -3z, 方程 组 就 可 改写 成 
” X+Y=WBW +Z bl, 
Tr Za, 
KY epa Z2— 3, 
X+ Vi=Wt+ Z:-+ 15, 
将 多 两 过 平方 ,并 利用 总 得 
XY = -1+W +Z +W Z,. 
Q x Q, 321 9, © DF 
WZ =3+ÜW +Z, 
XY=2+21 +2 Z. 
将 区 平方 , 并 利用 由 得 
XF? = -9+ + 92 + W2Z2, 
HOTA HEDO, 就 得 
3WzZ=1l-W - Z, 
Re D, RTAS W = Z= - 1, 


wò gò 4h 


(ob 


VODE X= -2,Y=1 R X-1, Y= -2, BA X = Mx >0, Br) X = -2 应 合 去 ,答案 为 


z=1, s=}, w = - Z=}, 
6.21 注音, EE: 1, "yp tih 数组 
Ti= 0 atn = N-S Tt = z, = Ü 
(D) n=l W, RARAN z i= a, 
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(2) 当 n=2 时 ,方程 组 为 
titat, 
E {re x 
由 此 得 到 (ri twa)? (1 + zB) =2x,z; = 0, H, 88.2. zi = a, z;= Ü, W2 zi =Ü, z;= a, 
(9) 当 rz 时, 方程 组 的 解 (rp Za wo Z.) MS 
[7 + taat, 
daft a taisa, 


WA a= 0, 则 由 上 还 第 一 个 方程 得 到 Tyme = a= Ü, WME 0, Wi 
因此 对 每 个 i= 1, a ft, 有 


于 是 


因此 ,对 每 个 i=1,…, n Aò- (2-1-0, mAn EAn 另 一 方面 ,如 果 对 某 个 
i€11, =, nh, Anaa, 则 代入 方程 组 得 到 其 他 的 zi, o, Bon Zap to Za 痢 沟 KFR. aA 
程 组 的 所 有 解 为 : | . | 
z = a, z = Ü, j=, i= 1, 2, +, nç 
Ë: FHURIMUEQUEHT, 4 n>3 时 ， 由 原 方程 组 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 可 以 推出 该 方程 组 所 有 
其 他 的 方程 i 


$7 + 等 = 
了 .1 由 定理 4 得 到 i f 


(JEE A V7) Vy 





2 


(P P 1 wr 
即 ,所 给 的 两 个 数 彼此 相等 。 | _ 

T.2 AA oa<b<c<d, 所 以 

y-r=abtced—ac-od= (a - d)(b - e)>-0, 
z-u=ae+bd- ad -be= (a—- b) (c - d)2>-0, 


Rk. zu, 
1.3 W s, b, * 合 平 题 中 条 件 ， ED 
gbe=1 与 etb+e2>— t. t s 
Fj (a-1)(b-1)(e-1) =sbe-0b-86e<be+a+b+ce=1 
=(abo -D+ (arb+e) -obe( L q +L) 
| . a È c 
on 7L 1.1 
=(a+b+o)-[T + oe)>0, 


于 是 三 个 因子 {8 一 了 ), (b-1), (c - 七 的 乘积 是 正 的 , 从 而 , 要 公 恰 有 一 个 谷子 是 正 的 ,要么 所 有 三 个 因子 
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a-1,b-l, ec-1 都 是正 的 。 但 后 一 情形 是 不 可 能 的 ， 国 为 如 果 o>1，b>>1, e>1 
abc = 1 FF, 


7.4 AH B<A, #<A 但 是 ， 
(be a MVE) _ (Ces b. 4 
B-B) dva-vo) 
由 此 便 得 关 所 窜 证 的 不 等 式 





+ 10gb, logoe > NECI - log,a-] log,b- logat ` log of 
+b bre c +a (g+b)(b+ce)(c+a) 
i 
CETTE Alera”  (a+b)+ (+e) + (e+o) 
_1 9 
ETTITA 
HEE PEIB A 3 A. 


7.5 注意 , loga, log.b, loge 都 是 正 的 , 且 它 们 的 乘积 等 于 1, TE H3EEJ08 E SB PS 3 
loga 





了 .6 不 芒 设 epzze>U。 将 不 等 式 右 端 与 堪 端 之 盖 变 形 为 
Babe +a? (a-b c) +D5(b-a-c)+e3(e- a h) 
= 331be + at + b3 + ct -ath < ba — cte — b*e — eta- eb 
—at(a- b} + 62(b- a) + ce(23b -0 b2) + e(o? be + ab ae) 
= (a-b) (a-b — e(a - b)y2+ c[ce -a)(c —- b) 
= (a-b) (a+b- e) + e(b- c)(a- e), 
最 后 , 因为 aT b>>e, be, ae, e>0, Prrl(a - by'(a- h- e) +e(b- c)(G-c)20, 证 毕 
7.7 如 果 a=6=6e=0, 则 不 等 式 成 立 , 设 s= a+5+c>0 N 

















b 
bye it grcri pT 9 人 人 人 
8_ eol-o ,$__ 20- b) e el-e) 
s s(b+c+]1) s saeirctly  s(a+b+1) 
+ {tit bi- (2 rag) 
I (s, b. ey. 0e) 1 
Aeara ar ren a-pa-o) 
bf 一 的 
e(1-— c) l _ p 
Od- b)]<1, 
其 中 用 到 如 下 事实 ; | 
a b ce _ 4 (1-5 I aL _ 
#,5 8. SA E. -a-i 0))>0, 
b(1-06)/ 1 aq _ ANa 
e(1 — e) 


一 一 二 


(bo) 
一 个 ,只 需 注意 ， za- s) 


UE E ii u 


>, FA 
_ (b+e}-(b+e+1)oc 

(b+cy2- 3be (b-o)+be 

> 一 ET ~ Brerl >. 
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1 iü obe>1, 5233 
所 以 B< 452 


Ah) bt 3 apipi 8 sN, 

7.8 设 p=atb+c>0, gqg=0b+berca>0,r=abc>0， 则 由 韦 达 定理 的 道 定 理 ， 和 多项式 P(z)= 
z: p72+ qr— r ZAAR abe, NARS raO, P(z) = z5 — pzt + gz — r<, 所 以 ， 三 个 根 都 是 
EH. 


7.9 设 z€ [ 0, z], HAER, ë y>0 BF, sin rcr, $ z= Cos gw， 本 得 到 sin(cosa)< cosa, 其 
IK, x zeļ o,- > Jit, 函数 cos x Eig AIEE asin a fpl, coses cos{sina), 所 以 Sin (cos a) < 
cos acos (sin a] , 即 题 中 的 不等式 对 ae | = kar, Fa e | z, z lat, sin(cosa)<CD<eos(sin a), 
所 以 不 等 式 当 ae |Z, z ] 时 也 成 立 。 最 后 ,由 函数 sin(cos z) 5 cos(sin BERAREN, Bh qes taq 
aE [- z, 可 成立。 由 于 2r 是 这 些 应 数 的 周期 ,所 以 不 等 式 对 所 有 aE R AY. | 
7.30 BA. 2-a>0G=1,.., n). Min $ 22-1 SPARRA 
~a "y č; _ 
pe 24A (5 - 1)- ú= 2 2 n 


202 ， _ 2 f 


Z PPT ATA" ss s 





这 正 是 所 要 证 明 的 ， 
TI 记 六 =s- 宙 > 1, ñ). RE $ o= (a: 1)5 与 平均 全 定理 得 到 
n g _ k. a, _ 1 _ 
2 5 -名 (E+ 1) "=s Z E 
EM sn? _ a on Bo 
VD "> paoa nT TIT 
TEEME, | | | 
7.12 记 eba (i=1，…, n), FG bsa = 1, W TE bS 1, 再 利用 平均 信 定 理 全 得 到 
nal 1 g n+1 /] Nt 
4=1 b A | ° <> (x > 81 )- 名 ot, 
由 此 推 得 ` 


因此 对 题 中 提出 的 问题 应 当 给 出 表 定 的 管 案 。 
7.13 引进 记号 1 -a=b， Ñ 2588 ceci 的 情形 ， 由 内 努 利 不 等 式 EE D), 因为 0<<8<1. 所 


DL (+a) br, 因此 (+ 本 -> io ESATERA 
(1+b)zt= (1+5)(1- (1- 2) rh) -bl x))=1+br+ br -1)<1: bz, 


即 l+ br> (1+ ba se rrobat (13 b), 
= = | I ` 1 _ =a 
于 是 TI 


rr w Ysb) arbi (14b. 0 
_ ad- 可 (rbr -ar ~ 


其 中 用 到 (L+ ba) (1 - 2)>0. PA <el i 


PESE 
d- z)` TE: 


KERER., EF =>1 的 情形 ， 可 通过 变换 T- + TA LRP, Ja 021<1 R. 


L X99 H 


I 


1 - 一 一 一 
lal! pe . (1.1). -ð 
+ (- +1) = (1 + 2), 
Í 


证 毕 。 
7.14 neZ, 用 有 归纳 法 。 浊 n=0 时 ;由 于 1*=1, ALUPEI. EAE n i, FH ur 
有 明 , 它 对 #2+1 也 成 立 。 我 们 有 


(rz; + o E AEE) hini (1 + zi + = + Z,)% 


_ ura = i Tel —— ~ — 
= (l+ rite t r) (1+ TITI Tm ) 1) 
gl rte r a = (n Lyti 
R. 8 Sy sk 
(1 十 证 1 十 + z.,)J%* Ir a= ( (n + 1)xz,,. 1)2 22.4 
HIE RAPE OT H g tE 
1 +++ ta (ri + 1)z;.: 
-1<0 推出 出 已 证 得 的 未 等 式 及 归纳 法 假设 便 得 到 
(+ TI 
El leigi + rt nr CR}, 
此 即 所 要 证 有 明 的 ， 
Ti mir arca, s =a, Hi 


= 2 > |a; -a;l = > la; = a;] + > ia =a [= 2 > la =a! 
1 l<; =<. N 1 


i=] j> = “a lm jr 


=2 > dn-2 È gn=2 (2 mn llu, 
m=] 


lainne leme gen 
MRS Ej p AK m B 322y AE E 2m — n - 10 FER m, a, 都 等 于 2, TREE 2m = x — 
SAT (2Zu-n-1), 


W Tl. asa 
Q n=2h+1, h€ N, Ml | 
s< z ,Cam 2k -2) = B+2+ + h)=s48(b; 1) = (2k+ 12 1<6, 
Tü H. HOPIE Š = TRD. S n= 28, W 
Sacd > (2m-2k-1)=4(1+3+ .+ (28 -1)) = 482 = n, 

其 中 , SERŽ ai, ax, +=, an 中 恰 有 个 数 等 于 2, Wi E R 805 308. SQ S= N, 

了 ,16 因为 对 任意 s, z 8 1-1, 二 有 

> [ean zt e taa z |< M, 


所 以 
a 2 ttn | M 
[uk L PZ > (5 B a) [di FIP oe + dan Eyl JEM, 
IHARA Je 11, 2, en ny, 在 和 式 | 
S=, > ‘as £ + | 
wi w UH Y 


PEIA 个 加 项 分 成 h, EREE- xu os ano =n MERR TERR 
帮 取 -1 宁 志 的 值 不同 ， 凤 分 别 取 1 及 -1 PRE CHRNR2ZWER SER Ara, Y Ano 
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其 中 A= aprite tagati t Bijita tT mT 
但 是 já+as| +A- ayl SAt ts- (Aay) |= 2l 
HE: M2 120) = 2f al, 于 是 得 到 


| jan] + = -+ | |= 2) (5 t ajay] )< > (~ S; )< <M, 
这 正 是 所 要 证 明 的 ， 
7.17 注意 , 和 5S= ba 可 以 表示 为 
Sa bat bat to) -È bot ta) 
= > (G+ - + fb -3 {G 十 ... +0.)b,, 


-5 {01+ + oO) (hs ~ bn), 


这 里 约定 bras 0。 其 次 , 设 A RAs Jatta], =, 贡 中 最 大 者 , 则 对 这 个 上 有 
ISI<È, jate mj bbl LD A(b:- b.) 
i= a 


= 4 (bembis) = Albi ~ bari) SA 


这 正 是 所 要 证 明 的 。 
1.38 对 rn€EN 用 归纳 法 。 首先, 因为 
-rpt -yyy + -yrl 
EUS n= 1 ihit Em 225335 n— 1 R BI] 
(1-2) + (F-a) A ur) = (1 zi z (1—-8))5 4 (1-9) (1-4) 
和 外 一 和] 
=(G+(1—-3s)p ma -ol -ye (a+ b -abh i- am) (1 — bm. 
其 中 6G= 工 -和 za-1l 与 了 = 成 其 次 ,对 mEN 用 归纳 法 证 明 , Aei abe [0, 11, fg 
(G+ b -abm >am a bm — amb", 
X m=i 时 这 个 不 等 式 即 成 为 等 忒 ， 设 对 茹 -1 这 个 不 等 式 成 六 。 始 (a+ bp-abymil2zam-t a bant- m°" 
x bani, MU(TES a+b- ab 0) a U ERA AARE n A BEE 
(a+5b-ab)= -on bm p arb™ ys (am lt be! ah- Tha-iy{a a b- ab) — a — b" tarb” 

= Bambm + abm ol bam-1- ambm-1-.bmam-1- amb -bha 

= am(b% — bai) + a(b=+1_ bm) + bw(am.-am-1Y + bfal- gm) 

= (bm-l_ p (a — am) + (gm -1 - _ wë — bm) >Ü. 
最 后 的 不 等 式 用 到 gam iyan, b>>b=u-12bm, 证 明 , 对 任意 mE 并 ， 上 述 不 等 斌 成 了 并。 这 个 不 等 式 
ws (e+b- ab) + (1-a6) (1 - bwy2>21, 将 @= -1 -TyTn b= 后 代 人 人 上面 的 不 等 式 , 即 得 到 , 证 中 
的 不 等 式 对 上 也 或 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 表 。 

1.19 PRK b-or, e= oy, d= az, NAEP A larguar 而 题 中 的 不 等 式 化 为 
as{ar) (oy) (s2)" (ar) "(a (az) vo, 
约 夫 araa 之 后 , 不等式 的 两 问 都 到 二 次 短 , 便 得 到 等 价 的 不 等 式 
TH 2 tya" 


及 令 = x5， z= zt, WA raya 长 1<s<t, BRAA z2>1, #y2>s, T£ FAR SON CIR 
pearl ryte i, 


HR Tyri Za, TERMAR 二 L KE, 得 到 车 从 的 不 等 式 g . Ml = 1， 则 由 于 
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r= 1, s= =1, y=1=1 =1, 


=1, 所 以 不 等 式 也 成 了 六。 和 如果 221, t>1, WI 





如 果 =1, 则 由 于 #1= 坊 = 
JA OCORR 得 到 等 价 的 不 等 式 


Ist, SKY. 


PTUJ ESE DY AZ, 
#E 3 Us NNN BEM 
Y — _ 
: u s71 = z-i , 
下 面 分 两 种 情况 证 明 这 个 不 等 
T 证 明 
Fla) = (e me l -ay a “(8 -二 (a-1- na) >t, 


BARREIRA gla) =a - 1 - Ina 0 #EHI, AA 
g(a) =1- .120 B g(1)=0, 





line t 
= gu~ — _ 
) æ- l 


a>] RRS, 因此 得 到 
YTT- hS, 


WEES 
(2) iz yei. W] a` >] RAM f, (eo sai PEERK 其 根据 是 

-l ane, -blae 1 _ le 

fala) = (eT i y) =e ni GET y) 


=. i (w -1- In a)< 0, 


= m a-1 
` ala-] 12 
TAHATE ela) =e -1- alpa 0 JEH, AA gate] = 1- lo a- 1<0 A ol) = 0, ER 


当 r 时 成 六， 因此 得 到 
yf i, 


7.20 将 不 等 式 的 堪 端 化 为 
le 








* 1 /⁄ 1 
27 Garet) 
1 1 Y < l 1 
Hti yiegie N, rE] 
1 1 ( 1 _ ) 
wi 11 1 nr I-ai] Zenil 
1 1 5, 
Te niil t “3 Tt 
1 l 
Cagur m) 
n 1 1 S a -1 I )= + 1 
= 之 Í: 《一 和 ET I t thi -I ) PAG menti / 2, m* 
EE EBA EATE 
nE +> (s+ + -hi 
jež J fl n ia} 





7.21 记 b= E 
HT ake LER T), bibrebe= (k + DURFEE, Pr! 
E03. = k - 1 Ca bi) (5) << - mE 1) (mb, + ab; + + aby} 


i (7 -A $, tabas 





其 次 
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| k = 1 

2 asa <2 (porró es.) 
_ T n 1 _ 1 

= 加 oo 总 (天 -CT 

_ 1 1 Cr Obj ~, 
ofi Gabs (+ n+l <È, j Baa Ts 


这 正 是 所 要 证 遇 的 。 
7.22 我 们 约定 ,or 6, p, Ò, e(BR RPF LARINA nanan eK 是 相同 的 。 则 


(2, + Ts + Ty -+ Ta z) +t 一 + 
1 2 3 4 5 


=5 + Z(+- )=254 > = gTa, 


r 出 了 a 


其 中 求 和 人 遍历 C2= 10 f Fin licia, H E 


p_ /qY P,a. 
(V2 V) q tp - 
记 Je, WD)= + 则 题 中 的 不 等 式 可 改写 为 
2 is xz j) Ff (Dp, g). 
EAE, AER raaa 有 f(z, g) + J 2)=; (z, zy, Bl 
F 3 2118 Z 92 Z 2. 
y T z y zZz z 
KA Žel, 1p, 所 以 
y z 


# u z 
y z z 
同 理 可 得 + 
y 吧 


将 上 面 项 个 不 等 式 相 期 , 便 得 到 所 需 的 不 等 式 。 共 中 兰 攻 仅 当 z= 引 或 #== 时 等 式 成 立 。 其 次 ,反复 应 用 
不 等 式 J (z, 9) + f (u, z2)<c f (z, z), 恒 竺 到 下 面 一 系列 不 等 式 : 
f(p, zi) + fm, z;) + fro, z;) + f(za zd) + fry, t) + fxs, pafi, g), 
J(p, T1) + f(zi, £a) + 了 [zs za) + f(zs, q) = f(p, q). 

fip, t) + fri z) + f(za DSJ, q). 

f(p, rs) + f (zo, zs) + f (zs, q) cf (p, q), 

Í(p,., z) + Fray ri) + fz DETO, g). 

fip, z) + fm zs) + f(z;, DE, g). 
PEE, HEERA F, 2 与 Fe. 外 的 非 负 被 好 项 ， 恒 得 到 所 需 的 不 等 式 ， 现 在 确定 等 式 成 立 的 
条 件 。 注意 , 如果 pclra A z <q, 则 不 能 得 到 等 式 , 因为 此 时 上 面 命 去 的 被 加 项 f(p, x2) 或 f(za q) 是 
ERI Ait ATEFA DRA nstp EP r= zs = 4 于 是 由 上 面 六 个 不 等 式 中 约 第 二 个 得 到 

f(p, ra + firs, DEFC, g). 
因为 这 个 不 等 式 也 应 成 为 等 臣 , 所 以 应 有 了 =Z3 或 T= 于 是 得 到 , 题 中 的 示 等 式 当 且 仅 当 æ, B, Y, ó, 
e€ 中 有 两 个 与 区 间 Le 们 的 一 个 端点 相同 , 而 其 他 三 小 与 另 一 个 帝 点 相同 时 等 式 成 立 ， 
7.23 我 们 约定 a, b, e, 引 [ 除 顺序 差异 外 ) 与 z Sr | sz sz AR ERSTA 
Pir) = (z -yir T(r — m ,) (z — m.) 

的 导数 。 一 方面 , 由 韦 达 定理 有 


4 f 
rix -(z-( z, )z + ( sa, |z = Í PTT je + zr) 
P ( ) > F > r f aa ias k 123 4 


l<i<j= 4 


=4- (32 nje. (22 Tyly )=- > rz =, 


中 1=+= s=, = 4 
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勇 一 方面 ,由 加 和 尔 定理 ， 如 暴 对 某 信 1E 11, 2, 3 有 z Cm... MEE KE (zi, natto Pw) 9. 
如 果 多 项 式 P (z) 34 m G $R e WERA P'(z) fi m- 1 Eš m. ALERS P(X) HEAR h, 
Us yao EF 2 8 B Sar su Eo 因此 
P'(z) = To (T -y (E -pya = Art dn r z + pa) z 
+ {Yita + Bada + HH) ANY 
由 平均 值 定理 ,有 有 





& (into)? < Htet hy Tin 


1 
A= tji tos = £ (z ;z,Zy+ T T. + BITIT4 + my.) ' 


B= 3 (Y + Vays T Yali) = L (art + ETa t Tyly t Kata t Paty + Z m.) 
BRATE SE u. MEHR H IN H 1 = yte pati B pi = s = FAR. WSEH 
k i= 2, = F = m Bila = b= e= CNA u- Es = Hs, 
7.28 |] Q= sin? 8 cos? S = + si228< 3 +” Br J 
1 1 1 4 


二 ? tg’ 
cosia sinasin :Heossh ” costa tsina 1 + tg°a + A(1 + ctg?a) 
=3+tgřa + 4ctg?a = 5+2[ A ~ )>5+2x2= 9. 


上 式 中 第 一 个 不 等 式 当 且 仪 当 sin28= 1 即 8 = 于 时 等 号 成 立 , 而 第 二 个 下 等 式 当 且 仅 当 tea = 2 BD s= 


arcte V 2 时 等 号 成 立 ,所 以 和 不 等 式 当 旧 仅 当 4=arctgY2 B = 本 时 等 号 成 立 。 
7,25 由 平均 值 定理 ,有 





z; 

z 
— R 2 Xy, ey 

Ti 


š z 
Nn; -1 T. 
=. +T, Z. 1, Pi 


只 








Ti 


把 上 述 丰 等 式 相 如 ,并 加 以 整理 , 便 得 所 要 证 骨 的 不 等 式 ， 
7.26 出 牛顿 二 项 式 定理 , 有 
(I+z)"= 工 士 fp + aatia? + rtta t + (-1)'tla zr", 
上 其 中 ü= dlii = 2, r.y n). 因此 有 
(1+z)"- (1-2) -fair = 2a +2ayrsh + es 


当 re- 时 ,上 式 右 油 是 非 负 的 ,所 以 ， 
(a) >n G-a). 
MARION 便 得 所 要 证 阴 的 不 等 式 。 


7.27 对 #E 六 用 与 纳 法 , 当 #= 工时 结论 显然 戌 立 , 设 n= 中 时 不 等 式 成 立 , 即 有 
(a+ 四 :一 于 一 pr222 e, 


则 当 mr= 下 + 工时 有 
(a+b) -art pbt a= (G + b)[(a + by — ak — B] + ah + ab, 


因为 legel, fplab=a+b, H (a+b) (Leija 得 到 sb =a + bt, 从 而 有 


atb + abt 2 /08 = 2(ab) T pph 
于 是 (a + bys+1 ~ asr _ btt sd (22 _ 2+1) 十 2+2 a Jakl _ 2er 
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即 不 等 式 对 #= &+1 成 立 ， 这 就 证 明 不 等 式 对 所 有 的 #E N 成立 


Y8 含 整数 部 分 [x] 的 问题 


8.1 "zl 时 , 原 方 程 等 价 寺 
iz—1|(iz+1/-1)= {r}, 
分 别 考 虑 下 列 三 种 情形 : z2>1, -ler<1 与 5 之 -1， 当 3] 时， 礼 程 可 改写 为 x(I -1)= {3}。 因 海 
z(z-1)>z-124zh5, 所 以 方程 无 解 ; 5 — lqz 1 时 ,方程 可 改写 为 x 一?) = (zy, AA 421220 3 1 — 
T0, Pr 1 z2>U, 但 当 905 之 1] 时 , (zY = xz， 因此 得 到 x(1 -nsr 于 是 方程 大 - $E rs 0; ">< -上 
了 时 , AEAEE (2 +z) (z — 1) = {7}， 因 为 5 一 1 人 有 (zy20, PRI Atr, Hrg- Bikr -2 
是 方程 的 解 ， 如 果 — 3 — 2, x: Tzi=z+3, WAEA ya (2-z)(zm=-1)=3 (z, Bye za 一 
V 5 € [-3, =2), RA H z< -3 8, 
G +m)(1-—z)| = 2 +z]+[1-z|>-1.42 ty, 

即 方程 无 解 。 总 之 ,不 方程 有 三 个 解 ;0，~ 2，- v5， 

8.2 设 + 是 题 中 方程 的 解 , 守 且 %= [z] , EZ 22 + 1 = Sn, 即 有 n>0, BHH ngen, PE 

nt Teat a Ta (n + 1) Ten x Zn + 5 

即 nit B+ 2n + 8, 
由 此 解 得 #=1,5, 6, T, RA z= 8r -7 rt- 1, 33, 41, 49， 既 验证 , Hlir=1, v33, (41, TEREFE 
的 解 。 | 

8.3 设 [zr] =z=-u, HAli syal 原 方 程 可 改写 为 

Xrty=3, 

注音 不等式 0<y<1, Ece ari, i <r>2, deht -rsr -1)>2x3=s5, AMAA r R 
mre- rai PAE Re-l, MJ 22 - 1>0, z(z° - 1) <0, 与 各 全 z>(z2*-1)2>2 FA, 3 FPO EIS 
z —1 8) 0, h 0 28] 1 E. Pn 1 21) 2 SPS Du: 

(1) a l<, 此 时 [z] = — 1, 方程 成 为 l= -3, 由 此 2= 六 2 但 这 个 值 天 不 在 [ -1, 0) 中 ， 
即 在 时 区 加 中 方程 无 解 。 

(2) 设 0<=<1, 此 时 , [z] =0, 方程 成 为 2'=3, 由 此 *= V3, 但 这 个 数 大 了 l, FUE, 1) 也 无 
解 。 

{3) 最 后 , 当 1<Çr<2 时 ,有 [z] = 1。 方 程 成 为 ~1=3, 它 有 解 了 = Vi, CME IS 

这 样 ,z= 必 条 是 项 方 程 的 唯一 筋 。 

8.4 注意 ,对 固定 的 有 RE N, 等 式 [ 名 m4] = k 等 价 于 不 等 式 kamai- Eih me N, WE 
这 个 条 件 的 自然 数 坛 的 个 数 为 (+ 8- 5= 3212 3h + 1。 因 为 原 方程 左 端 等 于 š 5x， 上 其 中 

= k(3k?+3k +1), 

因为 当 REN Ir, s>, s51, sI = 38, sm. s =244, H si+sy+ s +s = 400, MIRED- 
B 8 r= 5, 

8.5 首先 证 明 , 对 性 意 h€ N, 有 | | 

h[|z]<[kz]<çh[z] +k- 
RA h mefe], a= (rh, Ñj z=m+u, meZ, (att H 
Rm = [km] [fr] = [km + kala Rm ko hm + R — 1, 


于 是 
| s= [z] + [2r] + [4r] + FBz] + [16z] + [32r] 


br + (1+3+7T+15+31) =b3í[z] + ST, 
而 且 s>>0631z), HEFE mE, 使 得 
masa + 5T, 


‘T 1281 


田 一 方面 , 12345 = (3.195 + 60, 因此 s = 12345 对 任意 YE R 都 不 成 立 。 
8.6 G m=[z] e= fi, M) z= m +a, 且 原 方程 化 为 


{m+ a)? — [m2 + 2 ma + a2] = 0 


Bl mn? + 2 ma = [3 + 2 ma + 221, 
ne € Z, BF[I 2 ma = [2 a + a2138 E| 2 0zza 1 时 ,此 等 式 等 价 于 2 mac Z, 因此 = = Hh kE 
10, 1, e, 2m- 1, TE, HAA mel, oe, nol, n2>2, a RUR? mA mn, A racn, 


Fas 0, AERAR 
2,14... 4 2(n-1)+1=n(n-1)+1=n0- m= 1, 
8.7 Ha BERLESE n€ N, dalne 127 (2a r 12, PR) 20/n(n+ 1) <2n+1。 因 此 
(VIA + A+ 1)2s2n+1+2 A n(n + 1) <án + 2, 
于 是 An a inley AnA, AT 
[vin + yin lal 4n+ 21. 
其 次 , 设 对 某 个 n€ N, 有 
[n + ME A 
IgE m 8 N. 838 


An + i+] “i= n+, 


办 此 
n(n + 1) <me- (28 + 1) <c2n + 1, 


Ëp dnin + lyc (m - (2r + 1287 An(n+T 1) +1 
四 为 (p2 - (2n+1))? E HAZ Li m — (23+ 1) = 2n+1, Bi m = 2(2n + 1)88 2 ER, IE 238 二 整除 ， 
不 可 能 。 于 是 ,对 任意 mnEN, 部 有 | 


8.8 所 a L sea n€ N, 则 
fa) -fafariata rt + Vn +y] 

-1 [VirI+? |- É +- 2 |， 
FE SERA [varii Pl + 由], 也 即 存在 菜 个 me 使得 V + yma iri, y B 
f(in+1)- (021. H Vn +o 1 <m< a+ 1 +y 得 到 n< m — m+4<n+1, Bl me N, $4 
r = in? — m. ae 因为 vati- < n + 所 以 

fns) anta [var |+ [Vn + y 2=f0D+2. 
是 , 得 到 


2, š m = m pt, m= à, 3, Ëf, 
1, Ft, 


而 且 因 为 当 m20, m—- 1< mmn + y <m, 因此 


fr) -fm =| 


fm) lm V+ -m+1= m, 
于 是 成 中 可 以 到 除 形 如 f(m° —- m) + 1 = m° 838 218 3 了 (1)=2 的 数 之 外 的 所 有 月 然 数 , 这 就 证 朋 , 一 
个 自然 数 不 能 表 为 [4+ w 下 + 元 | 的 必要 且 充 分 条 件 是 , 它 是 某 个 自然 数 的 平方 。 
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8.3 /(r)= [ur f+ -3 |=": [+ > |= m+ R, FAF REE t+ >k, TE 
k+2> 3 lt > =- =R, 


fm+D=|n+ 1 mi ij- ntf srl. 11 


n+ + 1, 当 yez l cal, 
WA 当 V g>, 


不 发 生 A Lokti WERN, SOn HEMERT RE JE >k 1648835. 
JOB 1 BB a+ kA 由 于 


n+1>3{ ++] >H 
即 n+1>3k+3k+ >n 
HI i n=3 hr+3k, 
所 以 fn) 跷 过 的 数 为 


nirk+l=3R2. 3k + b+1=3(hR+12-2(h+1) =a . 
又 f0)=2, 所 以 了 (区 历 放 除数 列 | 
=l, h58, ,0 = 3R2- 2R, += 
Ab S ARH, 
8.10 设 数列 {9,} 中 只 有 有 限 多 个 奇数 项 , 则 取 奇 数 项 am， 使 它 的 下 标 为 最 太 。 于 是 ,对 所 有 n€ N, 
as. 都 是 偶数 。 因 为 交 0 且 数列 是 递增 的 ,所 以 aman Z a= 279， 其 中 q a B pe N. Eli: 
Ün 二 É asa | = 29-1.5 8, 


间 理 得 到 , 0m413= 22-2.3.g。 如 了 此 继续 , 最 后 得 到 , a... . = 3" q 为 奇数 ， 与 下 标 六 的 取 法 了 矛盾。 现在 设 数 
列 {6w} 内 有 有 限 多 个 偶数 项 , 并 设 au 为 慢 数 , 且 它 的 下 标 负 为 最 大 , 则 a. 是 奇数 ， 且 om 一 1=2rg, 其 
h q 338, pe N 于 是 

Ü p 43 一 Ë omni |= E CREES SEE E ES 


Mona 1227-130, HAEE, Oma 1 = 26-2.32q, 如 此 继续 ， REAA Omia 1= 3, 即 an= 
3". +1 JR 5 Fm ak p E. MPNO, 
8.11 TV231 等 人 


nt = 出 


和 人 于 有 MRD, mi sl Sa M, On ER, B 


v2 
<> 则 {2r} = 242) Riz ysl- -Ar WB R RER -<2 (1-5) yE fi R RSZ, 
#wmuw| 1 ]=9. mi, AE h fan, R Im VZ, ARNAR ROAR 机 < 如 < 一 和 


n n <. 使 得 [na 7 2 1= 29, 
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8.12 igas (S+ vI (8- yiD)", Sta = (3+ vI", 8= {3- vil)", WJ 
a= B, o. (Be lla r (3- TDA, 
a= (34 VID + (3 -VTA (20 +6./11)a + (20_ 6vIDB 
= (18 + Bu/11ya + (18 - 6vINA + (2o + 28) = tn, + 2a,,, 
四 此 ,对 REZ’, Opp = Cart 20, FE, Ela e= 2, a= 6459], WR n€ Zt, a, AAR 3 - 123 
- viio, 所 以 WEN IH, 
a, = (31 VID e Bvt VID La, i + 1, 
EJ si=[(34 VIN, ran n€ N 用 万 纳 法 于 明 , pas 被 加 整除 ,而 d-i A 25 E ER Aan 
整除 ， 当 中 = 工时 ,因为 ng=2,， sb, MURGE, HAEREA ne N Mao Tie B Ban-t 与 dn- 
部 被 2" 整除 ,所 六 Gon = Daan- + 202 3 被 251 整除 ,日 国 为 as, 与 Gani 都 被 2 整除 ,但 Om- AA 
除 ,所 上 1 as = Ga, t 20m1 $E 221 整除 ,但 不 被 加 全 整 阶 、 于 是 ,由 上 述 结论 即 可 得 到 ， 能 幕 除 da-i 的 
2 的 最 高 次 震 等 于 2, H k= n, 
8.13 对 给 定 的 4E 入 ， 记 四 = [s /Z1], BJ maens/2 , (RUVZ = 加 为 有 理 数 j 所 以 m< 


n. 2, Hen, Alean — m? = (n / 2 —m) (ns 2 + m= (nv 2 hins 2 +m)< [n 2 pans 2 . 
TARAH rE (mi hH F: 
rm = mi = i = G+ 2m, m. = 4n +m, š € N. 
下 两 对 46E 交 用 归纳 法 证 明 , 对 所 有 iEN, H 2 —- mi= 1. YE S r= 1] 时 显然 有 2 村 -mi=1， 牙 结 
ut € N R Ht 
Zn — m? = 29n? + 2mm: + Ami) — (1662 + 24n,nn + 9m1) = 202 — m: = 1, 


REA tle. MEAE e>0, AARP ER, 故 存 在 = n 使 得 


1 
n> >= (1+2 ). | 
E e(2n 2 -1)>1, (l+e) gav Z -1)>3ny Ë, 
AA 
、 1 
Ü n. 2 -m= avo tml 


所 以 , 由 上 述 不 等 式 和 等 式 2 避 ,一 mi, = 1 得 到 


lire | 1 1 
Iny? ETE 1 Tsz EWEA Im” = ny 2 — — frt = {n V Y, 





8.14 (1) ZER% 
Fiz, y) =15z] + [5y] - Lr +y] - [3y +z] - [z] — [y] 
FHH, % z, yE R W. f(z, g) 220, ER r, e€ [Ü, 1), rey E 
fiz, y) = [5r] + [5y] - [3s + g] - [3y + z] <0, 
WA fa, ae Z, PIR f(T, ysol B. 
fix, u> (Sr-1)+ (5y- 1) ~- (Gr +y) - (B+ 2) =rty-2, 
rey- 24 1, Ki z+ u< l, A 
[iyl - [3y + z12>159]- 4120, 


所 二 
[5z1- [3r +y] = fr, WD- ([9v] - [32 + z1); - 1, 
男 一 方面 ， 
[5z] - [3r +y] 22[Šz1- [3r + i-z] = [5e] ~ (2z +i], 
El 


1 131] 


[Sz]< [22+1], 


由 此 得 到 SLT l, Wii z<. 但 此 时 Was] 1, El [5xz] <1 A z< +, 因为 [38+ 


v12>1+15z]=1, gel- >k, 即 [Sy] 2>2. mt y< 3, Wi 


3 1. 
Jyt scitte, 


Miye] MESA [9r +< [3-1 + 1]=1, 则 有 
Fiz, y) = [5r] + [15] - [3r +y] - [g + z]50+2-1-1=0, 
5 fir, yp <0 patra, WE TES My3, [3y+ r] = [9 + z + y] siyar] + 2522, E f(z, g) 
>0+3-1-2=0, 也 与 f, y) C<0 的 假设 矛盾 。 这 就 证 明 , 当 r, yeo, 1) 时 f(z, yy20, 但 因为 洲 数 
Fir, 们 关于 每 个 变量 z, y 的 周期 为 1, 所 以 对 所 有 ye R, 都 有 f(z; y0, 最 后 "z, yol t, E 
[52] + [Sy] = fir, p) + [rty] [3y + 2] + [z] + [g] [Sre y] + [99 + z]. 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 

(2) 只 需 证 明 , 在 分 母 mi181f3n + (nt n 1 的 大 因子 分 解 式 中 , 任意 素数 2 的 指数 不 会 超过 分 子 
(5m)1(5#)1 的 素 转 子 分 解 式 中 迪 数 p 的 指数 (如 嘻 不 含 素 因 子 p, 列 其 指数 为 由 ,因为 gp 在 gq1 HERF 
分 解 式 中 芍 指数 等 于 
: “j q l... 

[人 本 ? 


所 以 它 在 分 子 的 率 因 子 分 解 式 中 的 指数 等 于 | 
[各 [各] 各] 六] 
而 在 分 母 的 素 因 子 分 解 式 中 的 指数 等 于 
HE Ea 
Heje ge] 
Ri tan isyo 其 中 EN， 由 (1) 中 所 证 明 的 不 等 式 ,有 


[5z,] + [Sy] [x] + [p] + [Br + Ys] + [oy + Za], 
再 对 所 有 R€ N 求 和 (对 充分 天 的 有 ,不等式 两 端 都 等 于 0), 便 得 到 所 可 证 的 结论 。 
8.15 央 沟 T= 各 +a, Hip m= [z], a= {2}, FURER REN, 有 
[kr]= fkm- Pa] = Em + [Ra], 





因此 原 不 等 式 化 为 | 
me 


从 而 [najada] p ela a El, 
因此 , 只 需 考虑 0<<z<1 MRE Arel 四 时 ， 不 等 式 左右 两 端 是 不 减 的 分 段 常量 函数 。 而 且 它们 的 间 
断 点 都 是 10， 划 中 的 有 理 数 , 即 形 如 == — 的 点 , RR p, g€ NEEDS, BB (p, q) =1, 且 2<e<m 
1<p<q-1. 因此 内 锋 证 明 不 等 式 对 +=0 及 x= ERE, 当 z= 人 0 村 ,不 等 式 显然 成 立 。 设 z= T EN, 
mak [ R] an a SER bu k=, os Ob p= oug+ bo, 也 委 证 胃 的 不 等 式 可 以 改写 
为 | 

| Tn ,> + 和 
L182: ], - 


注意 ,pi e, ba 部 不 为 0， 再 两 两 不 同 。 否 则 如 时 和 = b, P, Wlip-aq=in-adqg, H E) (I j) 
p= 【ar -8;}Q, Qi- jq, 恒 这 不 可 能 ， BN (p, q) = 1, 国 此 (br, erty be_i} = il, "人 i}. EAEI 
HEE, 有 


Je, ba — 
+ t 2 ton - SN g-1 Kon: hare Žert = TV T} - 1, 








Yr YDr 
jH ir, 
h b, b -1 _ 
+ + m >te t 129 1 
T 
q-1 b, _ np _ p, en np 
dat — = 一 
q ont q q q 2 + ng 
= 51 Os l... t lí 2L b, 
= + 了 一 十 和 ) 
az a n g-1 
+ + š + J 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 


8.16 首先 注意 , 由 题 中 条 件 可 以 推出 = o+ 8。 事 实 上 , 如 果 catb, 则 取 #> 一 ,从 而 
[wc] one- lpna + ñb >>1na] + [n5], 
AR ea +b, WE n> i= MITA 


c 
[ac]ancano - 1+ nb- 122 [na] + [nb]. 
前导 题 中 条 人 忻 训 对 ， 此 外 ， 当 #= 工时 ,有 [oj + 过 1] = [elh RR, 如果 记 a= [e] +a, b= [b] + B, c= [c] 
+r. Ha, 8, veo, J), ER 
[anj + [bn] = ([e]n + [an tein [2n]) = (lal + [b])n + [an1+ [Bn] = [c] + [Pal 
AUE 
lan] + [Bn] = [Yn], 
国 此 ,不 失 一 般 性 ,可 设 Oaol, 02%25<1 B c=a+b<1, a0, b0, 分 两 种 情形 讨论 ， 


(1) kao 为 有 再 数 ， 即 ae= E. b= L. a tl. iphm N, B k+I<m, 了 于是， 如果 


n=m-1, 则 


ony [6m D J. a] 
IE, [bn]= 1-1, [cern]= 避 +1~1。 因 此 ,等 式 [an] + [bn] = [en] 对 这 样 的 n 不 成 立 ， 
(2)】 设 .至少 有 一 个 为 无 理 数 ， 不 妨 设 为 a, 则 pEN, 使 得 a+ pb<iga+(p+1)b, FHH: 
对 革 个 HEN, £ a+ pb< nay, BRE i esl- (a+ pb), 329283 {a}, {20}, {30}, e, {10}, 其 中 
>El, B 3BH328650 3888 DC (0, 1)。 改 其 中 必 有 这 样 的 两 个 数 {ro} 和 (qo) (r <q), HAAF 
e, (GW Ski ikat MEA ZARF eli-l)>e Lat, Ait FA ((q-r)a)>1-e, B Z 
1(gq-r)ay<e, HHK, HWen=g-r, 可 得 9+pb=1-e<{ne}; 对 后 者 ， 记 3= ((g- r)oy, ER s € N, 
W Əs<1=<ó(s+1), EMF TE n=s(q—- r), 得 
{na} = si(q-r)ay= Qs>1I-e, 
HAE, 对 后 者 ,有 a+ pb< nay, 对 于 所 求 的 # 值 ， H SP TK 
Ina] + [nb] = [nc], 
{no} + (noy = nga +b) — ([wa] + [nb]} = {ac}, 
TEA 
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fie} >a, tic} = (nay + {Hb} {mb} ua po a+ b= e, 
{nb} = {rnc}— {na} el- (a+ pb)=1- (a+ (p+1)b- Nal- (1- b) =b, 
Hita n>1, B 
[(z-j)s]= fre], [(n-3)cl1= nc], La- 1)0]= [nb] ~1, 
Px BB, 等 式 
((n=-1)a]+[(n-1)b]= [~ 1) e] 
不 成 立 。 这 就 证 明 , 4 和 五 至 少 有 一 个 为 0, TE. BE 题 中 的 绪论 是 正确 的 。 


8.17 pis -ac ENMI, 则 4 和 上 是 二 次 方程 避 -35-2=0 的 两 个 根 , 于 是 
A- gA- 2s 0, p-e, 
EARAIL A St a", 得 到 
AATE gae m D An = Q, Ht 一 是 ni 一 人 Un 下 

ERARI Hit Sn 可 + pe, 则 有 S. a - 39- 25,.=0， 睹 此 得到 ,9 55ifmod2。 显 然 , So= 2, 
51=3, S,=13, M$ rpl 时 ,SosT(mod2)， 兄 一 方面 ,因为 ~1<R<Q AL E n tge, [251 = 
S,, 当下 为 栅 数 时 ， [2] =S,- 1. TE 54 n 为 奇数 时 ，[Li] = S.=:l=sn(mod2), 25 n 3348838, [加 ] = 
S,- 1=0=x(mod2), HILS n AURRIA. 
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第 三 章 平面 几何 


$39 三 角形 
9.1 UE., Womb A ABC 的 高 AH, 中 线 BM 与 骨 平 分 线 CL MERRIA, 线 
E AH 5 BM, BM 5 CL, CL 5 AH 的 交点 依次 用 卫 , Q, R = 
示 , 则 在 AC RH h, ZCH R =90°, ZCRH = 60, pi ZRCH 
= 30", 其 次 ,在 ACMA h, ZQCM= Z RCH =30°, ZMQC= 
60* 【8QC= (0" 是 不 可 能 的 。 否则 ZX ABCD ZQBC = 180*- 
ZBQC- ZQCB=90°, 即 4BC 是 钝 角 三 角形 )。 因 此 ,Dad L AC, 
Fpa BM 也 是 A ABC 的 高 ， 民 此 


LBAC= /BCA= ZACL+ ZBCL=60°, 
BJ AARC e Si = 45, TA., 和 5.1 





9.2 Ch o<b<c, mm >b, M limta 0，lime = 0， 从 而 对 充分 大 的 m, a" broer 不 成 立 ; 
PRU Resep O an, te, 所 的 三 角形 ， 因 此 所 = c, 并 且 所 有 的 三 角形 都 是 等 腰 的 、 

9.3 设 和 4BC BPD E O, 它 是 三 个 内 角 平 分 线 的 交点 , 而 傍 心 Du O,, O, yB Rf B, 
线 的 区 点 (图 9.2). 由 此 易 知 ， 点 Üi, C, Dy, .版 Oz, B, 
Oz, 点 Oz, A, Ü, 各 在 一 条 直线 上 下 面 证 明 L000, 
= COB 是 锐角 。 在 四 地形 OHO,C 中 ， L080,= 
OCO,= 90°, 所 以 ZCO,B+ Z BOC =180". 于 是 

ZCO B= /OCB+ ZOBC 

1 
> 
同 理 , ZO,O,O, 和 Z O,Q O, 也 是 锐角 ， 

9.4 设 m nc 和 满足 题 中 条 件 ， 则 m= CE <AC 
=21 又 从 AADE 看 出 21 -m= AE< AD + DE = 2m, 


= L ZBCA+ 2 Z CBA<.-180° = 90°, 


即 T<m<21。 598, BF AD= DE, Bl cos a= ZA 
SPL, ghas 人 84C， 对 AABO 地 用 余弦 定 起 
得 到 Wm 9.2 


n? = C= AB + AC2 2AB. ACeosa = 332 + 21? - 2.882121 m = 
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-2223 2149.1 
m 


ETA, m Æ 21:.49.11 AR, BT 1<m<21, Mi m= 9 
m=11, 当 m= 9 hr, n? = 603, 不 可 能 。 z = 11 H, n = 900, RH 
n= 30， 经 验证 , 当 #= 30 时 , 题 中 条 件 全 部 满足 ， 
9.5 ga, b, CEN 是 直径 为 2 R = 6.25 的 图 内 接 三 角形 的 这 
发。 其 面积 为 $， 半 周 长 p= 2 (e+b+ 6)。 园 为 a, b, c<2R, Mi 
bo, b, ce {1, 2, 3, 4, 5, 65}, #H 
(abe)? = (AS R) = p(p-a)(n- b)(p = eGR) 
由 此 得 到 ， : ~ Babe = tatoatrb+te)(lerd-alarec-b}{ta+b— c), 
因此 54a?6*c 被 625 gh, MATEO, b, c 至 少 有 两 个 等 于 5， 不妨 设 a=5=5, 64e = (10: c)e(10- 
c}, BDEA=100- ce， 于 是 c=6， 因 此 所 求 的 三 个 数 只 能 是 5 ,35，86。 容易 验证 ， 它 确实 符合 题目 的 条 
件 。 
9.8 设 且 是 外 接 于 和 48C T ADEF 的 区 的 半径 。 则 由 正 驴 定理 ,有 
sin/A+sin/ B+ sin“ C = BC+AC+AB _ Pi, 


2R 2R’ 
其 中 p £ AABE 的 周 长 。 局 理 





sin“ D + sin ZE + sin Z F = r: 


HP p. R. ADEF HAE, 六 此 等 趟 sinZ A+ sinZ B +sinZC = sinZD +rsinZE + sin ZF 5 p 
= pz 是 等 价 的 。 
9.7 设 直线 分 别 与 六 dBk 的 边 AB i AC 相交 于 点 乓 和 时 (图 94. 人， 现在 证 明 ， 


Ses _ AK + AM 
AB: AC+BC ` 


当 且 公 当 坦 线 KM 通过 AABC 内 切 回回 心 时 才能 成 立 。 
其 中 Saro 表示 AABC 的 罕 积 ， 是 中 嬉 论 只 是 上 还 结论 
ER Sirus t Sas FHRA. 这 是 因为 Sarx= 
Serou 等 价 于 下 述 条 件 ; AK + AM = F(A4B+ AC + BO), | 
Tj AK + AM+KM= KB+ MC: BC + KM. m 9.4 

设 y 是 A ABC IRE] E4e, 则 254so= r(AB+ BC + 4C)。 另 一 方面 ， 设 p 是 圆心 在 天 于 上 并 
与 边 AK, AM 相 切 的 加 的 半径 , 则 25szy = P(A4K+.4MH)。 因此， 上 面 所 说 的 等 式 与 等 式 r=p 等 价 ， 
而 这 当 且 仅 当 两 个 罗 的 圈 心 重合 时 才 成 立 。 





f pro0r = S o0 + Jo pi + opp + LS poos 


由 此 得 到 
Dntr0r = D anggr + Š aroen + Ogro» 
= Saret 2(S yor + Dagor + coa: + Daros +S proe + Dorga) 
+ gror = BS ano + AS uwo 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 


9.9 $ AB= c, BC = a, CA= 8. W 
AÖ- 3 (0), B= k(a- e), CÓ= 3 (=a), 
而 (AB: + BC? + AC2 - HOR + OB: + OC 
rte- sl(e-6)+ (b- 0)? (e= 2)D 
=À (a18? + cè + Zabt Zbc + 2a-0) = {a+b+e)=0, 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 


9.10 Z A ABC 的 边界 的 重心 和 三 角形 本 身 的 重心 ， 亦 即 它 的 中 线 的 交点 口 重合 。 用 4, b, 6 分 别 


RPE BC, CA, AB KE. A A, B, C, 宪 示 它们 的 中 点 (它们 也 是 这 些 边 的 重心 )。 则 
a.O24, s b.OB, + e.OC, = 0, 


因为 OC, = y CC, =t (C4+Chy- - (AÈ + AC) (B+ BO) 
= - + Ad- 4 BB, = - DA - ÖB, 
FEL (a - c), + (b - JOB = a-QA, + b-ÛB, + ce.OC,= 0, 


HTAR DA 5 OB, 的 线性 无 关 , 因此 a= b= ce。 这 就 证 有 明了 AABC 是 等 边 三 角形 。 
9.11 利用 下 面 的 关系 (图 9.6) 


AB= AC, AO] BÓ, 
得 到 
1208.CD= (20C + 304 + Ò) (G4 + OB - 200) = 30 Æ + OR -400* 





图 9.6 | 图 9.T 
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+404.0B-40C-02-3R?+ R?-4R?+ 404.(08- OÖ) - 404.CB- 0. 
其 中 R <=OA= 0B= OC E. AABC 的 外 接 加 半径 。 这 表明 , OECD. 
9.12 ië CA= x, CB- y (81 9,Ty, WW 
DA- BE = AB=y-x, CF-2y- x, CD) = 2x 一 y, 
而 条 件 CDLCE 等 价 于 (2x 一 y) (27 - =) = 0 即 5(x -2= 0 + t, ERR, 入 4BC 的 边 BC =a, 
AC=b, AB= c 应 满足 5 Catb, REZANE SRH a, b We= m 
[a-b] et cash, 
BI S(a -bya Sia + DRT ETTE ERAR 7 sess a, boU, Hua Fak SF T 
(20-b) (2b 一 a)>0， 因 此 答案 为 也 < 入 <2. 
9.13 ”用 复数 表示 半 商 上 点 的 位 置 , 并 设 P. EMA. UA, A, An As 4s，Ae，… 依 次 表示 序列 
A, È, C, A, B, Coe, FÆ, Takt m BS 
Ps= Art (AP...) es, kel, 2, oe, 
Buse 了 , 则 有 {并 反复 利用 上 述 递 控 公 式 ) 
P ,= (1+u)(A, — tA + Ay. td ). 





heih Rt 有 
0 = Po= Pigge 5 Aige ~ HA yo8s +W Au — ee + 1584.4, — 21989 A 
EA As A= A= ---, A,= ds= das ---, A= As= As= -.-.-, AUEREA 
(1u? La... - 383) ( A, dy + 2A) = Ü, 
于 66204. - wA, + 2 A.) = Ü, +E 
A,- A= sí A, - A), 


从 而 证 得 A ABC 是 等 边 三 角形 ， 

9.14 WRA a, 使 得 Ga<90", B taze Q, (EA tas= 4 的 < 即 是 - PI. A te 2e aa ta3a 
_ tg2o+ tga 
S-i tg2atga ' 








I — tz* ， _ Jiga ` 
cos e= Tripa sin £0 = Tt 


1 
cos Ü x= Er , Sin Ü x= En 
都 是 有 理 煞 ， aE s) 寺前 AA B.C, 适合 C= 90°, ZA, = = Ëe, A B, = I, AC = eos Ê 0, B.C, = sin Ë= 
时 , 各 边 长 都 是 有 理 数 ， 于 是 它 相 似 于 一 个 边 长 为 整数 的 ABC (fin tea= -4 B, AABC MAKS 
AB = 4913, AC = 495, BC = 4888), 男 一 方面 ， HE £ Ci = 90", A= Z<, A, B; = 1, ACE cos 2 a 
B,C,= sin 20 的 三 角形 的 各 边 长 也 都 是 有 理 数 。 Baku H R EH 2a 3 ZA, BE 
AABC 中 的 人 4 三 等 分 ， 医 为 等 于 30* 的 角 同 样 也 能 作出 ,而 人 B= 《LC 人 4)=30* -24， 所 以 
AABC 的 每 一 个 角 都 可 以 用 圆规 直 尺 三 等 分 ,从 而 AABE 满足 所 党 的 系 御 . 

9.15 Æ AABC p, Ñs- ZA, B= ZB, y= ZC, a= BC, b= AC, c= AB, R 为 外 接 阅 半径 。 


等 式 BC = XV SERS BC = VX, Rg BC = XY 时 成 立 。 由 于 








| XÝ+8Č| = | XË + BC+ CY+BO]| 
-| -ea a j= R |- sin? _ sinf 50 L1)sinaj| 


cos f cos p 


2çosñ "eos 十 加 


1138] 





图 53.8 m 5.3 





等 价 于 201 二 1)sin as + SA Cr SARTE 9.8 所 未 的 情形 ,而 *- ”号 相应 于 图 9.9 fi na 
情形 )。 通 过 计算 


siny , sinf _sinycos Y+ sincos 8 _ sin Y+ sin 28 














cos 月 Cos T? cos Bñ cosy  rosfcosy 
_ Sin(y+ B) cos (Y-A) _ sines(cos Y cos f + siny sin f}. 
cos 8 cos Y cos Ë cos F =sin a(l + tg Y tef) 


AFA A+) -i+tgertgs. 它 当 且 仅 当 tg A tg yr=3 kig tgrs-1WRt. 因此 M = 
1-1, 3) 并且 结论 (1) 得 证 。 为 证 明 (2), RIEA tg 8 ters -1 的 情形 是 可 以 实现 的 ,例如 取 a= = 
30°, y = 120° 即 可 ， 
9.16 H A ACAIR AC # AB 边 上 高 的 垂 足 。 通 过 比较 , 得 
AAB Cean ABB, AABB; i ACU,, AAC Bc A ACC 
(每 一 对 都 是 有 相等 锐角 的 直角 三 角形 。 图 9.10。) 于 是 有 
AF} = A, AC = AC AB = ACI, 
由 此 便 得 到 所 需 的 等 式 4B = AC,, 





图 93.10 f f f m 9.11 
9.17 我 们 证 明 , AAPM 与 ACPN 相似 (图 9.11), 由 此 可 得 4PM = LCPN， 也 即 LMPB= 
ZNPB, k AB= c, BC= a, ZBAC= a, Z8CA=Y, ESE A AMB, ZMAB ZIRS% AB 00 
夹 角 ,所 以 它 的 大 小 为 圆周 角 ZACB, Ep ZMAB= Y. Ai ZMAP= a+", 有 AM= sy" R, 
ZNCB=a, ZNCP=7+0, CN= > S, 另外 还 有 AP= ceosa, PC = acos, FE, 在 AAPM 与 


2cosa 
ACPN ih, ZMAP= ZNCP, R. -A = 2cosa cos ?= Y. 这 就 证 明 AAPM m ACPN sat, 


Ë: 只 怖 对 证 明 略 加 收 改 , 妈 可 证 明 , 结论 对 钝 角 三 角形 也 域 立 ， 
9.18 ig EF 依次 和 边 AB 与 4C +T RG EH, M ADZTA M(E 9.12), 首先 证 明 , EF 和 BC 
FH., 事实 上 , O SLO, 连结 人 8 和 OC, 则 由 BD= DÇ 可 知 ,直角 AOBD RI 8 AOCD +=, E 
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Je ZDBO- /DCO. j ZDBE-22ZDBO, /DCF=2/DCO, 所 以 LDBE = ZDCF, 于 是 等 腰 
ADBE 和 等 大 ADCF 全 等 ， 从 而 DB = DF， 因 此 ADEF 是 等 腰 三 角形 ， 所 以 人 DEF = ZDFE, 
HB Z BDE gaz DE hizt, Z DFE Bak DE 所 对 的 圆周 角 , 所 

DL ZBDE= ZDFE, R, ZDEF- /BDE. xat, EF 和 ——— 
BC 平行 。 过 点 改作 加 从 切线 , 它 和 切线 CF 003 ehay aR N. H 
于 AN 和 BC REAT AD, 所 以 AN 和 BC 平行 ,从 而 AN 和 EF 





平行 . 由 于 BC 和 EF 平行 ,所 以 八仙 ,EAN 和 EF . F 
= a AH _ N MH _ NF CD-NF 
PEI E r 于 是 ,: CD = gg. P MH=— g€ + 同 ¥ ; : A 
HF _ CF _ AN-CF ， 
各 ,出 于 AN W EF PH I -Gy NG: BB HF = 一 再 二， 但 图 9.12 


AN 和 NF 足 点 条 到 图 鸭 切 线 ,所 忆 AN = NF, Et, CF: CD, 于 是 ,MH = CDNF -O DAN, 
HF, REE, EG=-GM, FR, GH - CM +I MH = EG + HF、 辣 论证 毕 ， 

注 ， 本 题 用 解析 几何 方法 证 明 更 简捷 ， 

9.19 J.A. B, C,42BJ3 ni BC, CA AB 上 高 的 三 足 。 则 有 等 式 4O.AO= BO.B,O= 
CO.C2O{ 第 一 个 等 式 由 六 AOB, 相似 于 AEO 得 到 ,第 二 个 由 入 CDBs 相似 于 ABOC: 得 到 )， 其 次 > 
由 于 BC 是 入 ABC 的 中 位 线 , 所 以 它 与 AA, 的 交点 外 平分 高 线 AA. HE OQ 1 D.D., HARE, 
有 

AI = AG, ( R° _ OQ) 

= R? + (AQ- OQ)( AQ + OQ) (¿= 1, 2) 
Rn RERNE, RISA O AA, 上 上 的 位 置 的 情形 ， 可 
?得 到 
AD! = RI 40. 4,0. 
其 中 点 口 在 六 4 有 BC 内 部 时 , 上 式 中 取 + 号 ,否则 取 - EA 
MEA 9.13 中 所 示 的 情形 下 ， 有 AQ- 00= A,Q- OQ = 
A0, AQ + DOQ= AO). HETE, 
BFs-= R°2+ BO-B,O, CF?= Rn. CO.C,O, 

E Bl 可 得 所 要 证 朋 的 结论 。 m 9.13 

9.20 ESPONA AP MBP 的 中 点 , 因为 DE 和 DF 是 人 4PB 的 和 88, MUN 

DFPE 是 平行 四 边 形 。 由 直角 AAPM 与 直角 ABPL 得 到 
ME- L AP= DF, LF =. BP = DE. 

其 次 ，ZPEM=2 ZEAM=2 ZFBL= ZPFL, ZPED= 

ZPFD. 

很 据 两 边 一 严 角 法 则 ,ADEH 与 ADFL 全 等 (如 图 9.14 所 

示 情 形 下 ,有 a= ZPEM + ZPED= ZPFL+ /PFD, 此 时 

a<180°, WR a>180°, pj ZPEM + APED= ZPFL+ 

/PFD -3 0-a, 如 果 m=180', 则 直接 有 DM=ME+DE - 

- DF í LF= DL). 由 此 即 得 DM = DL, 9.14 

9.21 SI AABC her S S S EBE 3. Aana M, EATA AS a mea a {图 
9.15), fj LMiAB+ ZM DC + AMCA= /MAB+ /M,BC + ZM .BA= ZM IAB+ Z ABC = 90°. 
下 面 证 明 , 其 它 的 点 不 合 条 件 。 特 则 , 设 点 及 满足 题 中 人 条件， 但 不 在 任意 一 条 高 上 ， 则 直线 BM 分 别 与 从 
顶点 4 与 局 引出 的 高 交 于 点 M, 与 加。 如 果 三 个 点 M, MI, M, (HEARRE) 者 满足 题 中 条 件 ， 则 椒 
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EE, Z MAM, = ACT ZMAM,- /MCM. Mimea C X: p i BM 的 对 称 点 CC 84 `. AMM, 
的 外 接 贺 周 上 ,同时 也 在 上 4M 杂 的 外 接 再 周 上 。 因此 这 两 个 圆 司 时 过 三 个 不 同 的 点 A, M, C'(C'== 
A, 因为 直线 BM 不 与 边 ACREA), JYSBBPIS 2. 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 点 M, M., 好。 不 可 能 在 一 
ARE, 





图 9.15 m 9.16 


9.22 设 .Ci 是 和 44:4ds 的 一 条 角 平 分 线 【 图 3.16)。 RARR AA, 在 关于 真 线 AC 的 对 称 
变换 下 的 象 是 线段 B. Ba, 所 以 直线 AA 与 BaBa 交 于 上 Cl AFTREE], 
A A, C, A. 
NER p tC, A; ; 


因此 BoC, Bud- C1ds _ AAT Cb ,Ard 
= Eli BsAs -C1 Ajda 一 w: AA ` 


其 中 用 到 , Bielas Aud, Badas dida MENG 好 :C+= -他 全 。 因 此 ABaCiBu 8 ABC Ba ft 
“a 


#:, 所 以 Bi: Bo | BaBa 同 理 可 证 BaBy # Bafa, 
Ë: TUES B. Ba, Buoda 与 Banba BETER A Ahd 的 外 心 与 内 心 的 直线 ， 
9.29 设 点 4, 工 , B, M 依次 分 右 在 直线 AB 上 (5.17, 

- 当 这 些 点 的 次 序 为 媳 ，4， 工 ， 吾 时 与 此 相仿 )。 则 ZECM = 
.180° ~ 90*, 日 因为 CE = CM, pR ZCLM = 45° Bi jk,2Z BAC 
+ BC A=2 (ZLAC+ ZLCA) =2 /CLM= 0°, HZBAC 
+ Z BCA=180°—- / ARC, Yii ZBAC= ZABC-90, RH 
Z ABC 为 印 角 ,所 以 AABC 的 外 接轨 的 直径 AD 在 三 角形 外 部 ， 
及 因为 Z AJBC 和 人 ADLC 是 山内 接 四 边 形 的 对 角 , 因此 ， 

Z DAC = (180° - Z ADO) - Z ACD= AL4BC-90: = ZBAC, 图 9.17 
也 是 DC = BC, 3:-B 4R2= AD s AC? CD: = AC?+ BC2。 这 正 是 所 要 证 明 的 。 
9.24 ik AABC 的 高 CH 与 直线 BM z E (8 9.18), WJ AE= BE, 而 
ZEAM = /EAB- /MAB=30° -10°=20°, 
ZACE = 4 ZACB-40°, 
Z EAC = /CAH - ZEAB= (90° - 40°) -30° = 20°, 

/AME=/MAB-+/MBA=10° +30 =40°, 

出 两 角 夹 一 边 法 则 , SAME 5 AACE 全 等 、 Kit AM = AC, ZAMC = ZACM = l (180° ~ ZC AM) 

5 T0"; 
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m 9.18 图 9.19 


9.25 设 口 为 直线 AD 5 BE 的 交点 (图 9.19， 则 
Z AQB= 180: -30° -50° = 100°, Z BDA= 180° -50° — 50° = 80°, 
CBE 50 -30 =-20, ZAEB= /CBE-+ ZECB= 0°, 
ZzCAD= 180" - / ACR- ZABC- /BAD=30°, 
BELEM, 
OD _sin20° OB _sin50° OA _sini0° 
OB sim80°' GA sin30°” OF singi’ 
出 此 得 到 
OD OD OB OA _ sin 20"sin 50°8in TO° 
OF OF O04 OF SinB( ° sin 302 
_ dsin 20"cos A0°cos 20"_ 2sin AQ°cos 40° _ sin 80°_ 1 
— sin” sin 8Ü° nO * 


BIOD= OF, B ZBED= LODE=.» (180° - ZEOD) =] (180° - 109°} = 40°, 





9.26 如 果 C1 是 点 CC 关于 直线 4 的 对 蒜 点 (图 9.20)， 则 CiP=sCP=28P, ZC,PB=180°- 
ZAPC- ZAPC,-180° -€0° - (0° =80°, 因为 AC, PB 相似 于 剑 边 为 2. 二 多边 为 1 节 直 角 三 角形 . 因 
ZC BP = 90°, 而 BAE LC1BP 的 平分 线 。 因 此 与 直线 C.P, PC, C18 等 距 的 点 4 位 于 APOD 的 
平分 线 AR ADETE BC, 中 C, 一 端的 延长 线 上 。 于 凑 LACB= ACP = (180* - 

Z BCP) = À (180° - 30°) = 75°, 





R: 9.20 图 9.21 


9:27 ias 20, 88255, p= IS (BI 9.21), Ma, A, Y<30°, R a+ B+ y=t0s, Z KAM = 的 
- ZMACG- ZKAB=a, M, ZLBM = 月 ZKCL=Y, RRR AM 3 CL 34 A N. HR BN 5 
[12] 


AC 次 干 点 了 ,是 直线 CL 与 ARZT, B+ AB= BC 5 AN= NC (因为 A 人 NAC= ZNCA= P). 
Z ANC 的 平分 线 BP 即 是 ZLNM 的 平分 线 。 在 ZLNM ARAE ALMN 外 面 取 一 点 B'， 使 它 与 直 
线 LN, LM 与 MN 距离 相等 ， 这 个 点 一 定位 于 直线 NB 上， 以 及 在 ALMN 中 ZNLM 5 ZLMN 的 
MARTHE. AE 

LLB'M =180- /B'LM- ZB'ML=180° -18 ZNLM _ 180°- ZNML 


_ ZNLM ZN = 180°- LENM = LNAC LACA, ga ZLBM. 
三 此 ， = B, H 


ZBLM = ZBLQ=-180° - ZC QB- ZABL= /ABC+ ZBCQ- ZABL 
=ÜÜ°+a+jY- P= 60 +a, 


8325 BLC=180°- /LBC- ZLC5=180° —- (B + a) - (za + P) 
= 120°— a, 

并 注意 g<30", 所 以 ZMLC= ZBLC- ZBLM = 120° - a- {60° + ay = 60° — 2o, 

病理 可 证 /KLB=60° - 2a, 


于 是 ZKLM=- ZBLC- ZKLB- /MLC= (120° - a) — (E0° — 20) — (0° — 22) = 3a, 
部 ZKLM = 3a=60:, AATE, ZLKM- 3B= T5S°, ZKML= v =45°, 


$10 Bi 


10.1 如 果 圆 羽 上 两 个 点 是 一 条 直径 的 两 个 庙 点 ， 则 这 两 点 组 成 一 个 点 对 。 辆 局 上 每 个 点 恰 属 于 一 
个 点 对 ， 将 每 个 点 对 中 一 个 点 妇 到 第 一 个 集合 ， 另 一 个 点 归 到 第 二 个 集合 ， 因 为 任意 一 个 内 接 直 节 三 前 
形 的 斜 边 必 是 加 的 直径 , 所 以 三 角形 中 两 个 锐角 的 顶点 分 属 不 同 区 集合 ， 

10.2 设 正 方形 ABCD AETH d HA, MAPE ADIKE 10.1), Was 人 人 ALP。 这 时 . 
WE 4P= d sina, CD= d tos o RAAH, M) BPs dsin PDB- d sintA ADB+ ZADP) =d sin (43: 


+a) = d (sine + cosa) ya VZP CP 就 是 无 理 数 。 





H 10.1 图 10.2 


10.3 #60 与 O, 为 圆心 ， 分 别 内 切 于 A AC.M 5 AARM 的 两 个 等 加 、 设 它们 与 线段 AM 
TS K, 和 K 《图 10.2), MEF O, K, = O,K., Z0,4K, = 1 ZC,AM = " Z B.AM = / O, AK,, 
所 以 直角 AAO.K, 与 AA0,K, 全 等 。 于 是 Kis K;, 并 且 直 前 AOK M 与 AO,K,M tbtt, Bit, 
ZO,MK,= ZO,M K,, B. ZG ,MA= Z B,MA, JN ZZC C = 人 人 ABB (Bn AAC,.M 与 入 ABiM 有 
病 对 对 应 角 相 等 ), Z ABB,= Z ACO, GER, AABB 5 A ACC). 以 及 Z4ABC = ACR. MPENDE 
E, Z ACB= Z BAC, 
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10.4 设 是 中 结论 不 真 , 则 在 绕 定 圆 圆心 口 按 顺 时 针 方向 依次 排列 的 七 个 点 Op， 全 部 不 和 点 分 
eE 10.3. WS ZO GO,, ZO,OO,, ..., Z0,00, 之 和 和 等 于 
3:0°, MURRA — 4 F E07. irit ZO,OO, 210. 如 果 
ZO,00, = 0, I O,O;<1, 不 可 能 ， 设 000: £ A 000, 中 其 
EK ARER M Z00.0,>60°> 2000: 因而 中 O30:0 
扫 [I， 与 题 中 条 件 矛 盾 ， 

10.5 设 题 中 结论 不 真 , 则 存在 -- 个 点 O, EET 7 EI 
用 Q, On oe, Oe Ba A ERC, 并 旦 它们 是 绕 点 总 接 mut 
向 排列 的 。，【 见 网 49,35， 根据 条 省 ， 点 口 不 可 能 是 其 中 菜 个 圆 的 贺 
bh A3 20:003 ZO,;OO,, ..., ZO OO, 之 和 为 360*， 所 以 其 中 
军 少 有 一 个 不 超过 f0*。 不 妨 设 000,60, Xit Z000, 是 
AO00, 中 其 它 两 个 角 中 较 大 者 《和 如果 O100:=0， 则 立 计 有 





0:00:01), W Z00,0,z>60°>ZO,00;,, 因此 0,O2>0,0,, + j 
是 以 中 ARELES RO 55 — iayl OI, Sira AT 图 10.3 


10.6 如 图 10.4 所 示 , 记 三 回回 心 为 A, B,C O3A XY Z 内 的 任 一 点 ,部 么 A083, OC, 
ZCOA 中 至 少 关 一 个 不 小 于 120°, 不 坊 设 440851205, 为 了 证 脚本 
是 只 禹 证 明 |AO| + 108|< AX s | XBI=—s ABL 而 这 只 
需 应 用 余弦 定理 及 平均 值 不 等 式 即 可 。 因 为 

© JAB}?=]40|2+ |OB|2 - 21 4O|.|OB|[.cos A408, 
40Dp [OB|?+ 1401.108| 
= (1401+108[) - |401- [OB[>23 (LAO + 1081)’, 


邹 得 所 签证 的 不 等 丈 。 

10.7 谈 咖 的 集合 是 有 限 的 , 则 以 0 为 圆心 且 有 最 小 半径 rf 的 融和 以 On Orn Or Sa. EE 
HAH ro ro e rs BPD, RANERO Oo Op es (是 按 顺 时 针 方 向 排列 的 。 在 之 DiOO di， 边 
口 ,Drl+f: 是 最 大 的 。 因此, -0 00:60, AET 70,00,60, e, Z000 260, EEE 
六 个 角 之 和 为 350"， 匠 以 每 个 前 是 如 "并且 A000, A000 --, 0.00, 中 其 他 每 一个 负重 是 
60", 外 这 些 三 角形 部 是 等 边 三 角形 。 国 此,r= ri= = = te, =F (tx) D1 O. 为 圆心 的 区 电 有 具有 及 小半 
径 , 所 以 同 理 可 证 , 它 一 定 与 一 个 以 直线 OO 上 的 点 Or 专 口 为 圆 尼 且 半 答 相 等 的 图 相 切 . 而 伴 , 后 一 个 图 区 
与 一 个 圆心 在 同一 直线 上 的 点 O, =O, BARAS H., WEHE. TE MRR ra Ein. e 
证 毕 。 

10.8 E AABC. WETS ERM AIBC, 
司 得 它 存 在 题 电 所 说 的 圆 (于 是 ， 原 三 角形 丰 应 的 圆 的 存在 答 
ALIRANTE). A ARA, B, CHE AABE 的 外 
EPER EEA E MRE ARAE Aa ESN 
dA B CARK, WE Blai = 3: 2: RERA q BJ38 
KIZ A ABC f ALB (AHAB } AB, B'C'j BC, 
AC AC, 9 E] 10.5), 

10.9 考 虚 这 为 中 心 并 将 点 旦 与 忆 所 在 的 加 局 变 为 另 R 19.5 
AAEE, lk, 点 呈 与 忆 分 剧变 为 直线 BP S CP 上 的 点 P, C. Wk. EA 5 
3 CA 相 罕 , 即 加 局 角 吾 Pd 与 CPP4 要 么 相等 (在 内 切 情形 。 如 图 区 .5 Rah BALAAA EI 
芍 情 形 。 如 于 10. 了 所 示 )。 BB ~BP4 与 <C'P4 相等 。 在 两 种 情形 下 ， 直 线 了 4 irai ZBPC 或 
LBPC' 的 平分 线 。 
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16.4 








m 10.8 加 10.7 


10.10 RAR PQ 5E BR WL Al O 33 N PSS BHREI (O05 A ABC 的 底 边 BC 的 中 点 量 
A) in ZPBO= ZQCO=sa, ZBPO= /ZQPO= 8, ZCQO= ZPOQOO= Y, (10.8, WANZE 
C8PQ 得 到 ， | 

2a+2B +2y= 3:05, 
gl! a+ +Y = 180° 
因此 ABPO 与 ACOQ 相似 《因为 三 个 对 应 角 相 等 )。 于 是 ， 
BP-CQ= 80.0C= P, 
MEUA P'Q' SSKIMAS LRR), 2 jh AB 5; AC k Zy 0 E 8 P 
与 Q, ERSE PQ 平行 于 PO, 3E B SERT, WAHRE, 有 
AC? 


E BP.COAS BP CQ, 


结论 证 毕 。 国 10.8 

10.11 如 加 10.9 Fç 2, LAO A ADAR HARE ABCD h, HA AC 各 BD 垂直 ,下 是 过 
AB Hha, OG EATA DO， 欲 证 的 是 ，FE= DOG, # AABE p, ZAEFB5 RAN, Fra ZEAB+ 
LEBA= 90。 11, AGHO h, /GC 是 直角 , 所 以 , ZGHC + ZGCH 
=90°, 由 于 ZEBA= /GCH, Hi ZEAB=/GHC, X83 AF=F8 
= EF, /EAB= ZAEF, B ZGHC= /EHO, FM ZAEF = /EHO, 从 
m EF pCO. METE, DEG = ZEIO, FG 和 FO 平行 。 于是， 
EGOF 是 平行 四 边 形 , 从 而 FE = OG. 结论 证 毕 ， 

10.12 设 4 为 正方 形 的 过 长 , 卫 是 以 人 为 圆心 的 半圆 的 半径 ,r 是 内 切 于 








A ABC HEEE, o= ZAQN 90), B ZCOB=S0(BJ 10.10). Mja = 图 10.9 
NK'=O N°- KO'= R°- (9, MEAZ, = Hr. HFE 55 A ABC 的 面积 相等 ,所 以 A4BC 


HACH- SR, FEEN ON E. ZA0C 的 平分 线 , 事实 上 ,因为 sin a= 5 ， 所 以 s>45*， 从 而 


2a 90", Z AQOC>90.. TE, 


jy ei .0.2 lA 
Sin2m= 2Sinacos a = 2 JEJE S 


= sin “COS = sin AOC, 
所 以 AOC =2a, H AON = ZCON, BEL ABN 和 
CEN MHRS, AU BN 是 Z AHC = 上 的 平分 线 ， 且 过 直 
f /AABC HADAM è KERERE 





r= [AC + BC - AB) = 2 .2 R (sin G + cosa — 1) = Ë (= -1). 
田 一 方面 ,由 于 人 NKEB 与 人 PLB 相似 ,所 
2 








FTE K BN 与 LM ARAPERA ATAR C. 
10.13 不 妨 设 点 了 在 以 OQ 为 圆心 且 半 径 为 情 的 外 接 贺 周 中 的 
z AB HE 10.11), 记 ZAOM = a, MI | 








AMA=2 R sino ; 
MB=2R sin (ZA0B- /AOM) 
à 3 mx 
=2R sin(€0 - 2). m 19.1 
MC=2R sin-} Z40C+ZACM)=-2R sic (C0 + 2), 
MA MH It MC: ` -40 - ¿Í . _ € Ó a fins, @ 
AE 一 一 一 Ri -16(sin -7 + Sin (E0 -2 上 si (to + )) 


=4((1-—cosa)2+ (1— cos (120° ~ J} + (1 — cces(120° + a))’) 
=12 — R{cosa + cos (120? - x) + cos (120 ° + a)) 
+ A(cos?a + cos2*(120° — z) + eos2(1202 + z)) 
=12 -8 cos æ- 8.2 cos z cos 120° + 2((1 — cos 2a) 
+ (1 — cas (240 — 2a)} + (1 — eos(240? 4 20))) 
=12 - 8 cose +Š cos x+ ËB — 2cos 2a — 2-2 cos 24) °tos 2 a 
=18 2 cos Ža + 2 cos 2a = 18, 
它 与 点 形 的 选取 无 关 ， 
10.14 (1) BENEH 
AB+CD= AD + BC, 
iu ABCD A HII, 
(2) Wq A ABC 与 AADC 全 等 , 国 此 ZB= ZD, SDI, SR ZB=-2(ZB+ ZD = P = 


90°, B ¿B= ZSP R. AB BC H, WAJE 4BCLD 有 外 接 圆 ， 

(9) RUAN SIB US SS pspib AB 与 BC AHATA 
N 与 N, 丙 点 ， 而 外 接 圆 圆心 好 在 边 AB 5 PC F BJ 8: 3 33 
M, 5 MQA 10.12), A AN 5 M kE UE ABCD 的 对 
hii AC L, 记 A4B=zx, BC = y, 出 于 ANN 与 A.ABC H 
位 ,所 以 有 





Bg ty=rir +y). 

其 次 ,由 = y = AB BC? = 4C = (ZP), 

得 到 | | {x +y)’ =x? + Bry +y AR? r+ g), 
因此 . r+pg=r+a Tt iR, 


最 后 , B 2 560988 84338, 
i] 


NM = NM3+ N.M1= (BN, SY) + (BN,- 2C Y. 


_ (r- zy +(r- sy sE rey) +27 


= Ri r(r + ria 4R2)y+26 R arrer AR, 





这 正 是 所 这 证 肯 的 。 
WE: 问题 二 } 中 的 等 式 对 同时 具有 皮 切 贺 与 外 接 圆 的 企 意 四 地形 都 成 科 。 
10.15 设 正六 形 的 顶点 分 别 在 羊 径 为 et+d e+r2d，c+3d 的 同心 圆周 上 . 划 由 定理 29, F pis 
式 必 有 一 个 成 立 ; 
až + {a+ d)? = (a+ 2d)2 + (a + 3d)2, 
a: (G+ 2d} = (a + dy? + (a + 34), 
(a+ d)'+ (a + 2d2 =a? + (a + 3d), 
但 对 任意 a, d>0, PRAAL EE TEHN. 
10.16 用工 表示 图 周 与 直线 QS 的 不 同 于 条 的 另 一 个 交点 (图 10.13), WJ 


RS MS MP -J QB, 
PQ = AQ. MQ. 
国 此 , 由 定理 了 LE 得 到 
FO- RS- WO. 
+MO-QL- 2Q 0È 





=ab- cd = Ú, 
Fip MQ =a, QL =b, AQ= e, QB= d, WB PQ) RS, RAR 
RS 和 直线 PQ 与 BD ygt s T T E, XR FET BD 与 QS m 10.13 


EZE a, 则 由 不 同 三 角形 的 相似 性 , 有 
OF _ FOAD _dib-0) 


HA vtd ” 


RE -ZA _ fr + d) 
ES FS < lo- a)" 
另 … 方 而 ， 有 
RT.RS = RM. RD, 
TŠ. RS =OS. ME, 


对 中 RT _ PM.RP _d(e- dy _a(ce+ d) RE 
WE, TS “Qo MS bP-a) cha ES 


(因为 全 = 旦 ). 于 是 点 T 与 分 线 妇 RS 为 相等 的 比 ， 从 而 ， 它 们 重合 。 这 就 
ZA, 直线 PQ, RS, BDz2T—-- 8, 
40.17 设 内 切 加 和 边 AB 与 AC 分 别 相 切 于 点 召 与 五 , PANSA BC 
HIF L, 并 和 边 AB 与 AC 的 延长 线 相 切 于 点 条 与 六 (图 10.14)。 则 m 10,14 
` ƏDB=DB+BE=CB-CD+ AB- AE=CB+ AB- CF - AF=CB+ AB - CA, 
2CL-CL+CN=CB-LB-+ AN- AC=CB- BM + AM -AC=CB+ AB- .2C, 
所 以 DB= ) (2B+ 4B- AC) = CL, MRE AC SRL ES, RAD RAIDALLA 
D38468, MER CB 5328638204 D', me pIRDL Ah l, 8235 asi N asr ia: 
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换 。 在 这 一 变换 下 , 点 工 变 到 点 D'. MEA L, D, AE ek WAR LD, D'D, AD 的 中 点 也 
同 在 一 条 直线 , 即 六 4D7 中 平行 于 边 AL 的 中 位 线 二 , 这 正 是 所 要 证 明 的 。 

10.18 DRRR H AABC 是 二 加 中 
六 图 的 内 接 等 边 三 角形 ， 不 妨 设 点 全 在 强 AB 上 (图 
0.15). FH, DC = DA+ DB, hheag pe 
LE-AM, HR 4D= DMI( 注 意 DC BC = AB2> 
AD). 因为 A ADM 3588809, H ZADM = ABC 
=60°, ALL A ADM Wht BE, 5542586888 
60m, ADREAAM, IR BEN K C. TE BD 
=MC, H DC=DM+MC=<= AD+ DB, VER ry 
MEKAS PERE, lale de Sy BUSH KA, B.C3I 
出 的 与 小 圆 相 切 的 线段 的 长 度 ， 而 4' 是 直线 AD 与 小 
: 略 相 区 的 不 同 于 总 的 交点 (这 是 当 -4 六 时 的 情形 。 图 10.15 
WRAD, WA =D). 则 点 二 可 以 由 点 4 通过 也 加 为 中 心 , 比例 系数 为 土石 的 位 似 变换 得 到 GAN 
BAHD, 则 取 “~ "号 。 如 果肉 切 , 则 到 “+ ”号 )， 因 此 

AA = AD+DA'= ADIF), 





根据 切割 线 定理 ,有 





. L= AD -AA = LDV 1+ p 
HHE, 


l| = BD] +£, l = CD. / lth. 
HE BHE ERTE a e5 l+ h, 

10.19 本 为 APCB< /PCA=180°- /PRA<180°- /PBC 
( 见 图 10.16)， 所 以 在 线段 BC 上 存在 一 点 W， 使 得 二 PNB<= 
ZPCA, 于 是 ,由 APBC= /PACH /PCB= /PAB, ZPNC 
=180。- /PNB= /PBA, # A BPNcoA APO, B A CPNco 
AAPB, k. PK 是 ABPN 与 ACPN ha, PL 与 PM 分 别 是 
与 它 相 但 的 六 4PC 与 AAP B 的 高 , 由 此 得 到 | 

AC BN AB CN 
PL PE' PH PRE: 
从 而 AC AB BN+CN -BC 
PE PM PK ` PK 
这 正 是 所 要 证 明 的 。 

10.20 因为 AADC RRAZ MUCE E ò O € 
AABC NR, OA, OB, OC, OD, OE, OF, 并 过 点 4 作 切 线 PQ 
{图 10.17), 设 AD, BE, CF 是 AABC 的 高 , 则 B, C, E, FaH 
E. k ZQAE= ZAPC= ZAEF, JW EF f PQ, 由 OALPQ 得 
到 ;OA EF。 同 理 可 得 ,OC L ED, B Q8 j DR。 因为 点 GQ 在 人 AAB8C 
F, RETER 





S aso = Sogar t Doran + Sopon Wm 30.17 


2 2 
其 中 天 是 A. ABC 的 外 接 园 半径 。 
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= Í OA-EF +} OB.FD + +OC.ED =} R(EF+FD + DE), 


my r 


反之 , 设 S.se= l R (EF + FD+ DE). 如 果 OA 1 EF 不 成 立 ， 则 Sosar <S OA EF, 但 是 Sors» 


<; OB.FD, Soper <i OC .ED, Wik Sas R(EF+FD+ DE), 与 假设 矛盾 。 所 以 OA L EF, Bp 


PQ £ EF, 从 而 人 人 AEF= ZEAQ= Z ABC, +R E, F, B, CRAE, RF, D, C, ama Dn, 
E, A, BRADAN, WE Z dEB= ZADB, ZBEC = ZBFC, ZAFC= /ADC， 由 此 得 到 
ZAEB= ZADB= ZBEC= ZBFC = ZAP'U= /ADC = 90°, 
EHEH, AD, BE, CF E. A ABC HE, 
10.21 (1) 如 图 1,18 所 示 记 A ABO KERRAEN RIT T A ZBIA, = a= B = LIBA». 
而 
LABA = (a. BY = BA, 
所 以 Aí 为 Ad 的 中 点 。 于 是 得 到 
Danil = 2S Br. 
将 类 伺 得 到 的 六 个 等 式 相 加 层 得 到 所 和 欲 证 的 
(2) iE LAC pY, ZEBA 
=m y, ZAC4B.= a+ B, 
而 sin(#+ y)2>2a/Sin y cos Ë cos Y sin Ë, 
sin(a+ P) >2 sin acos B cos a sin Ë, 
Ghe T 2 (8), 得 
Sani = AA sinl A + p)sin(e + y)sin(a + B) 
—>2 E. Asin a cosa sin B cos Ë siny eos p 
=2 R sin2wsin28sin2T 
二 图 10.18 
10.22 (1) 在 题 设 的 条 件 中 , 记 ZBAC =a, ZAPC= B. LBCA-?Y( 图 10.19)， 则 有 


LDAB= ZDAC = $, 





从 而 , 82 := DC。 因 为 


LODC= ZABC = p. ZOCD= Z0CB+ ZBCD- .,- ZACB+ ZBAD= 32, 





Ph k) 


ZCOD- 180°- 8 - (rp ZOCD, 
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Bm DO= OC。 等 式 得 证 ， 


(2) 在 题 设 的 条 件 中 , 记 . 胡 = 2 AB=28, BC = 2y, CD=28,. MSN AIZEA BC 与 CD kup 
点 ， 则 点 与 B, 分 别 在 线段 AM 和 AN .上 ,而 A, RER BN 与 DM 的 交点 (图 10.20)、 由 (1), 有 
MD = MB=MC= N A, 


因此 ADMA AFEN B 
LDAM = ) (180° - ZAMD)=9° ~ $. 
HAJA 
Z BAN = 90° - Ë, 
因为 ZDA N= ZB AM. 1 3 ó 
所 以 LDL4B=180 -ZDAM - ( ZB,AN - ZDAN) 





=180°-(30° --3)-(90°- £ }+ 2 
= (e+ Ü +y +ó) = 90"。 


同 理 可 证 , 阿 这 形 A,B,C D, 的 其 他 三 个 角 也 都 是 直角 ， 

10.23 首先 还 明 , R AH, RRS AH, 的 中 点 重合 。 E 过 点 A, 作 一 条 与 A,A, EHRE 
线 , 并 且 用 总 表 永 该 直线 与 册 边 形 ALA. A,A; 的 外 按司 租 迹 的 不 同 
于 4 的 那个 交点 (图 10.21) 因为 AH AA A AH. f 
KA. XAA AH; | A,A. B KA K Wi, ZK AÁIwA=90. 所 


— > 
BL AHi KA, Akt KAHA AHE, Wm Ae 
— — — 

KAn RAPU AJJI, AK 也 是 平行 四 边 形 ,因此 A.H,= KA, 


T+EAH,= AF1, HERR AH, 5 AH, APTN uW 
AHH 和 的 对 骨 线 ， 和 且 被 它们 的 到 点 平分 , 同 理 可 证 , 线 鼎 AH, 
的 中 点 与 AH 的 中 点 重合 , R A,H, WORE AH 的 中 点 重 
合 。 因 此 , 四边形 A.A.A, A, 在 关于 上 述 四 末 线 自 的 会 共 中 点 的 中 
心 对 称 变换 下 变 为 四 边 形 豆 :; 刀 3 喇 ; 反 4。 这 就 证 明了 题 中 的 结论 . g 10.21 
10.24 (1) 设 四 边 形 A, A, As A; RETUO AAD, AFERRA. RAOT Afg A.A. 
4 Aida AA. FA538 3yB) S 8 Ho Ha Ha Hs, Ha, iñ h = OH,, i=0,1,-, 4, WS; Sa, 
5 pu RA AAA 15 Adad 的 面积 与 半 周 长 ,和 pa 为 它们 的 肉 切 贺 尘 径 。 IE S L O B= 813 
(如 果 它 存在 ; BBS a O EE INI ES). 为 确定 起 见 ， 设 点 口 在 AAAA (Fa 10,22)。 对 内 接 
WEE A,H,OH;,, AHT OH,, AMOH, KARRERA 69), 并 注意 到 Hda Hdi, H, H,BE: 
AAAs 的 中 位 线 , pj LH] 
(Rin}m= R.H,H,+ R-H,H i+ RH IPL, + S, 
= (hy H, A+ hor Hida) + (ho H Ai + hi Hodi) 
+ (而 站) + ) AA +b At ho Ah) 
= (b: + ba + Bo) py 
. R + r= Ri + h + ño, 

现在 考虑 外接 贺 贺 心口 在 三 角形 外 部 的 情形 。 在 这 种 情形 下 , 恰 有 一 个 顶点 与 点 台 分 别 在 由 其 对 边 分 
成 的 不 同和 的 半 平 面 上 。 为 确定 起 见 , 设 这 个 头 点 是 信者 所 巾 的 顶点 A 图 刘 .22)。 则 四 边 形 A 半 H0， 
A;H,H,O, AH OH, 都 是 内 接 的 , ALIE 
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Jj) 


are 


(R roo- R-H Ht R.WR,H,+ R.H,H,+ Š, 
= (h HoA - ha: Hadi) + (ha 1, A, 
-hor H ada) + (h i: H A, — hy- H.A.) 
+ 1 Char ds i+ ha dad — hyr Al) 
= (hs + ha- ho) ps, 
M ia R + ra= h+ hi- ha, 
于 是 , 在 图 10.2 所 示 的 情形 让, 有 
ritr: +h + hth- tR, 
对 一 般 情 形 , ER BS S DR ERZA RT h An h, hy, 2 FR 3 
隋 以 一 定 的 竺 号 之 和 。 这 些 符号 只 与 点 总 相对 四 边 形 如 全 4 
的 习 置 有关， 因此 ,这 个 和 与 对 角 线 的 还 取 无 关 ， m 10.22 
(2) 设 AAA, 是 给 定 的 非 钝 前 三 角形 , ko ko hs 是 分 别 册 顶点 An An A 引出 的 高 。 对 于 
LA 的 其 它 元 过 与 参数 ,其 记号 仍 如 习 )。 不 妨 雄 akkar AA Ri: A = R. A.A. = ky Aih 
= 291 所 Arda p A A,A A. TES 
hk. = 





` À Ara 
> 


Ardy 

(后 一 等 式 已 在 (1J 中 获 证 )。 这 就 证 明了 所 需 的 不 等 式 ， 当 AMAA 为 锐角 三 角形 时 ， 点 0 在 三 角形 内 
部 。 因 此 >0。 而 且 当 k= h, BP, 即 对 等 边 宇 角形 ,等 式 成 立 。 如 果 AAA BERTA, N ZA = 
90", 后 = 人 0, h >0, 而且 当 kac Rs 时 , 即 对 等 是 直 角 三 角形 , 等 式 成 立 。 

10.25 考虑 下 面 一 种 旧 在 实现 某 个 步骤 的 程序 。 第 一 步 , 用 直径 为 yy 的 吏 现 盖 给 定 的 点 中 每 个 
点 ， 从 第 一 步 开始 , 按 下 面 的 规则 进行 。 设 在 第 名 步 后 , hEN， 还 存 
在 两 个 彼此 相隔 不 超过 1 HA, EO 与 O, Ski A-B i EI u>, 
A, Ay, Ay A RRAR O10 与 这 两 个 国 的 周 算 的 交点 ,其 中 点 A, 
与 4 在 点 抽 与 所 的 中 间 , 并 且 As4s<1 ( 见 图 10.23)。 则 第 +1 
步 就 用 以 4.44 为 直径 的 加 取代 上 面 所 说 的 两 个 园 。 只 要 可 能 ,上述 
步 又 就 继续 进行 , 直到 条 件 (2) 不 再 满足 为 止 。 医 为 第 一 步 时 区 的 个 
数 是 100 个 。 以 后 每 进行 一 步 就 咸 少 一 个 。 所 以 至 多 进行 100 g, 
因此 这 个 过 程 必定 会 停止 。 但 条 件 (1) 每 经 一 步 后 都 满足 ,所 以 在 过  “ m 10.23 
程 停止 时 仍 成 立 。 由 于 第 一 步 时 直径 之 和 为 -00 = 0.5， 并 且 经 每 一 步 后 这 个 和 至 多 增加 1， AURA 


800 B SS Ri 0.5 + 99<100, 即 条 件 (3) 也 满足 。 | 

10.26 作 一 条 直线 ,使 得 所 有 的 点 都 在 由 该 直线 分 成 的 同一 半 平 面 上 , 并 将 它 平移 , 使 它 过 第 一 个 点 
4。 然后 将 直线 绕 点 如 旋转 , 直到 它 过 另 一 个 点 4， 于 是， 所 有 其 它 的 点 都 在 由 直线 ALA, 分 成 的 同一 
半 平 面 上 。 将 这 些 点 篇 号 为 4 An s Az. WE LAA LAr i=, e, 20 +3, 因为 点 
A, An A. 5 必 不 共 贺 ,所 六 对 每 个 亡 上 述 不 等 式 中 等 号 不 成 立 。 因 此 不 等 式 二 44 一 LA444 
É AnA A S Aai Ass 25 Aa 成立 TÈ E MAn A 与 44 三 点 的 图 内 怡 含有 nn 个 点 
ss ay 

10.27 考虑 所 有 这 样 的 团 ， 它 过 给 定 的 多 边 形 的 某 三 个 顶点 ,其 中 两 个 是 租 邻 的 ， 而 第 三 个 对 它们 
所 张 的 视角 不 超过 90"， 这 种 圆 是 存在 的 , 比如 过 三 个 相 争 顶点 的 贺 即 是 。 在 这 些 贺 中 , 联 直径 是 为 最 大 
的 图 P. NE Rm. 设 多 边 形 的 相 邻 顶点 为 A, A 另 一 顶点 为 A, H ZAAA..90. (B110.24). š: 
EB 303 us B3EII T' jh ATAA 5 AREER AA 分 成 的 现 一 兴 平 商 上 ,所 以 
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Z ABA Z A AA8<4905, 

且 由 正 纺 定理 ; AAA. B 5594888 k R, SWD AREF 
É. FRE TP M32686 236, TEER, 与 顶点 A 相 邻 但 不 同 于 
A 的 顶点 Ay 也 在 所 取 的 加 局 上 ， 和 否则, 点 Ad tr p T' pE 
A,A 确定 的 号 形 内 部 。 W| ZX 4,A,A2180° - ZA, A.A2905. 根据 
EREM, AALAN BPD E K R, SIB T AREFE. 
TE MA An An A 满足 题 中 条 件 。 l 

10.28 我 们 证 朋 ， 了 所 求 的 .x>1 都 是 奇数 ， 设 "是 奇数 ， 且 在， 
2 边 形 A.A, 中 除 对 边 A... A.A, 外 其 它 对 边 都 是 平行 的 。 


如 果 4, A. A = 180 + a (B 10.25), W | m 10.24 





| A,A... A... = ZAA + A, A... And tinrin 
.: = 320° ~ A.A. 1 = 150°- z 
iA 汶 Aido fi A... A..:). 同 ZR E] 3, 
AAA n= 1807 +a, e, AZ. Aya 1805 + De-180 + a, 
EHE, AAA 180° ra- AAT A Adm, . A) 
Aü Adnr # Aida MAE, An, EA 2- Dbe, 使 得 题 中 
条 件 不 满足 ， 任 取 一 个 2n 边 形 ,使 得 每 对 对 这 平行 ,但 A, A, A.. 180". 
为 此 只 需 将 红 刀 部，<180* 用 点 A, e 4 等 分 ， 并 依次 作 纺 A. 1 Aaa m 10.25 
Ë .do "ny Aana Fi Aajnas Wp EEE, 将 有 A. A Fi A.A... E. 
TA. = Ardata = AAA 180°, 
因此 A,A, A, 一 .da = A,A... A... 一 Andain 
| = AA. 47.7 (350° - Ánd A) #0, 
MRE A, 4, 与 A,A, 不 平行 ,而 204 一 了) 边 形 轴 …4。4i12…Ass 愉 有 -2 对 对 边 平行 。 
10.29 当 a= 1 时， 单位 加 的 整个 纹 长 为 2x> 一 开 ， 逆 题 中 结论 成 立 。 设 :>2， 并 首先 设 这 4 个 
加 的 贺 心 都 在 --: 厅 直线 上 。 从 这 些 圆 旋 中 选 出 位 于 最 左 端 的 点 O, 过 圆心 口 作 该 直线 的 季 线 ,把 六 人 口 截 成 
两 个 弧 长 都 是 x2- 开 -的 半圆 产 。 取 位 于 左边 的 那个 半 回 缠 , 该 纲 与 其 它 的 贺 并 不 相交 。 现 在 考虑 这 些 图 
的 涡 心 不 在 同一 直线 上 的 情形 。 从 所 有 的 以 这 些 加 的 回 心 为 顶点 的 瑞 多 边 形 中 (因为 其 中 包括 三 角形 ， 所 
外 这 种 儿 边 形 集 合 非 空 } 取 于 一 个 ， 使 得 在 它 外 而 的 图 心 个 数 最 少 。 RENER ARASA Enge 
有 这 些 加 的 问心。 事实 上 , 如果 某 个 点 0 在 多 边 形 外 面 ， 则 过 0 
作 一 条 与 多 边 形 不 相交 的 直线 ， 并 和 将 它 绕 点 口 旋转 害 到 它 过 多 边 
形 的 第 一 个 顶点 4, 然后 过 禾 边 形 最 后 一 个 顶点 B{ 如 果 有 好 几 
个 顶点 藻 在 直线 上 , 则 取 距 个 景 远 的 那个 点 ， 见 图 10.25)， 最 后 
NIRA, 0， 加 三 个 顶点 取代 多 边 形 所 有 划 在 AAOB 内 的 顶 
占 , 则 往 汉 区 党 边 形 外 面 的 点 比 原 多 边 形 让 面 的 点 少 ， 与 原 多 过 
形 的 选取 和 矛 汗 . 存 在 一 个 以 这 些 圆心 为 顶点 的 凸 边 形 包含 所 有 
图 心 ， kan, 因为 k 边 形 各 外 骨 之 和 为 330° , 所 以 必 有 一 个 直角 


不 小 于 3 > 3 。 设 这 个 外 角 即 是 人 BOA( 见 图 10.26》， Bl m 10.26 


Az 






An 1 





DS BES Fih OB 与 O ATS OL 与 OM ih BR AMLM, By ZLOM = LOA, 所 以 它 的 长 
L: 182.1: 


ERDF, FEES ARNS ARATA, HLE RN E3L LM 上 任意 一点 。 由 于 ZNOM 


>90°, E. ZNOB>D>90°, 因此 , UN BAGERA 1 的 圆 与 严 边 形 只 有 唯一 公共 点 口 。 这 表明 ， 在 所 有 
船 定 的 阳 中 , 过 点 六 的 回 周 只 能 以 点 口 为 中 心 。 结 论证 毕 ， 


$11 多边形 | 
11.1 设 对 角 线 AC 和 直线 O08 与 OD 分别 交 于 点 了 与 鸟 (三 11.1)。 因为 A AOB 5 ACOB 面积 
相等 ,所 以 其 公共 这 OB 上 的 高 也 相等 ， 从 市 4P= PC, RAA, 
AQ=QC, Mit P= Q, 如 果 P#O, 则 B, P, O, D WAHR. 即 A 
AORAR BD b 如果 P= 口 , 则 点 口 在 对 角 线 AC k. 
11.2 在 向 量 04, 0854, PË shansi EOAM B 
与 A'B'C'N(E111.2) 2238 Pt, 所 以 ， 
Saor = 4 Joane -地 argo = S armor 
同 理 可 得 ， D Boo = Seo 
gop = Sorpear, m 11.1 


Š poa = S prana 





由 此 得 到 ， 


9 = Saor + S goo + Soop tSo = (Sareo + Saro) +S won + Sarap) = 297。 


AER 38 Ur BR U, 





m 11.2 Wm 11.3 


11.3 REHE ABCD 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 点 上 (111.3), 由 题 中 条 件 ， Hi Sa ne = m, 
S anp = dm, S'apo = im, WJ Spo = Sannt Sepo- Sasa = 6 m, FE l 


— nl 
TD Sus Sipe Darn toro Meos 6°" 


设 
CN aM 
Th 3 
则 
CM AC-AM _ 1, 
AC ~ AC 1 
于 是 


S oN _ CN.CM CN CM =r{l-z) 
Š acp 7 CD-CA p CD A . 


Bi Saor = z(1-z)S p= z(1- z)-Bm. 又 - Me =1-z, 所 以 Saxo= (1 -z)S,, = (1 zx)m. 最 
BAG@ 
后 ， Žare, = Ai =r PR Sayo = Tog = z- dm. 因为 B, M, 下 三 点 共 线 ， 所 以 Suoy t Spxc= Sses, 
D0 ` 
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Bit z(1-2)-6m+ (1- z)'m= z54m, mx0， 即 6z?-z-1= 0。 解 得 z= 立 ( 负 根 舍 去 )。 这 表明 ， Gy 
= r= 六 ， 即 点 玉 与 对 分 别 是 CD 与 AC 的 中 点 。 证 毕 。 

11.4 ”有 两 种 可 能 的 情形 ; | 4B1>i4D! 和 |4B|<14DI, 在 画图 和 解答 中 有 所 差异 ， 这 里 只 讨论 第 
-种 情形 (图 11, 入。 连接 村 和 平行 四 边 形 的 中 心 0。 我 们 证 明 , A4ODcoA4OM, ABOC BOM. 
BERSA LMA0= ZDAO, /MBO= ZCBO, ië ZDAO=a, ZCBO 
=, 则 LADO=B, ZA9B-. a AB, ZAMB=2xz- ZMAO- /M BO- 
ZAOB=- 25x- 2m- 28. 2i, SOREA AD 和 AM, BC 和 BM, AD a 
BC 等 远 。 这 类 明 点 O 到 直线 4M 和 BM i, WHR MO 是 ZAM B HT 
分 线 。 所 内 | 

ZAMO- 4 ZAMB=x-a- B= /AOD. 





ARA BMO= / BOC, 


于 是 AA0Deə A.AOM, A BOCe A BOM. 
由 此 得 到 
AM] | |40| _ |BM] _ E9! 
40] ADi? J]BO] ` BCI?’ 
l AM, LO _ 
Am TI eoe `" ° 


11.5 HA, B, Cy DRAERS S 的 平行 四 边 形 ABCD h AB, BC, CD, D4 四 沾边 上 
m, BK, Ky, Ks 分 别 表示 直线 AC 与 直线 BD, AD, CD 
的 交点 。 同 样 得 到 点 L, L,, LaM, Mi, MaN, Ni, N, (图 
11.5), 183475 AACO (AA f CC, AA = CCI) 53 
行 四 边 形 ABCD 的 高 相册 ,县 底 边 -444= -六 48， 所 以 其 面积 为 
他 其 次 ,平行 四 边 形 KLMN(LM J KN, KL I MAN) 与 平行 
四 边 形 4A4CC1 的 高 相间 是 底 边 KN = Z AC( 因 为 AAKD, 
AAND, FAKR= KN KN= LM= MC=2NC),. A 
此 


地 
+ 





Sra s> Saa oo) = z 3 = S, 


点 K, 是 平行 四 边 形 AA C.D 的 对 角 线 AC1 与 D4i 的 交点 RAAK KC, 点 KiB AACD ype 
CD, 5 AC, eR A PR) AK,= 2K,CG,, FE 
KK,- AK,- AK = 1 AC,- š 4C1- Th AC - l KN, 


l 1 


N K; = CK, 一 C.N = 3 AC, - bi AC] = H áC = 3 EN. 
同 理 可 得 ， KIs= 3 KL, 
因此 Skr = 1 KK KLsin/ KKL, 


= HE KN)-(3 KL)sin/ NKL 


= A — 1 5 _ 5 
12 a Ep y 27。 
层 玲 可 证 ， S rl, Z D Wis = Spr = pe 
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因此 ， Srunwanmax S A) 


这 下 是 所 要 证 明 的 。 | . 
11.6 (1) I3FE AB.C,D,E, 与 十 边 形 AA, BB.CC,DD,EEF, 的 内 角 之 和 分 别 为 3.180' 与 8.180* 
另外 ,对 五 地形 ABCDE 的 每 个 顶点 ， 它 的 内 人 和 以 该 点 为 顶点 的 十 边 形 的 内 和 间 之 和 怡 好 是 350" (ml 
11.6)。 因 此 得 到 
”ABB- /BCC+ ZO DD, + ADEE + ZE AA, 
=8-1]80" + 3.180° -5.3c0° = 180°, 
(2) i ABCDE 是 正 五 边 形 。 根 据 图 形 (关于 各 个 角 平 分 线 ) 
的 轴 对 称 性 , 有 
Adi AF = BEB, AC # ED. 
因此 ZAAEFE= ZAED= ZCGEA= ZE AA, 
即 A AEA, 是 等 展 三 朋 形 。 记 6= AB, z= 41E1， 由 于 等 腊 A AAE. 
与 424 有 公共 底 角 ,从 而 相 人 做。 出 此 得 到 ， 
AA, AE oz a 
AE, 44 He a 
FE,- 3oz +a) s Ü, AA ra, ME 





z_ 2-5, 
üu 
xn tg) EE, 


11.7 REMA ABCD h, AORAR BD ipi, KSLEMNSASCREESR BD 上 的 投 
影 。 令 OR = xBD, OL = yË) (在 四 边 形 ABCD 中 ,相应 的 元 素 将 注 上 % "号 )。 则 有 (图 11.7) 
3b=- R + KB, AD- AR + KD, 
AB- AD: = AK y KB- AK2-. KD 
= (Kb + KD) (XÜ - KD) | 
= ((Kh + BO) + (Kb+ DON (DK + KB) 
= 2KRO DB = 2z BD, 





REN, 
CH - CIP = 2y BD. 
2z' B' D” = A'B” — A'D” = 2BD, 
2y'B' D" = C: Br - CD” =2gBIn, | 
BR z=u, Mr =y, B K= L, K'= L', BBW (18232, RE z=ep, Wr, 8 中 有 -个 不 为 零 。 不 
ihiga, 于 是 . - | 
WÈ- z AM, El. MC! = M = EM, 
由 此 即 得 题 中 论断 (2)。 | _ 
11.8 不 妨 设 所 给 的 八 边 形 A,A... A (D Ct S EREN, 只 顺 取 一 个 与 它 相似 目 边 长 Al At 
1 的 八 边 形 ALA... AA 都 以 证 明 即 可 )。 考 感 向 量 
G= AMn i=l, e, 8. A= Al, Es 
它们 的 和 为 替身 是。 因为 八 边 形 所 有 内 和 角 痢 相等, 且 其 和 为 6.180"， 所 以 每 个 内 角 都 等 于 "180*= 45° 
(H 11.8), ' E 
1185] 


把 所 有 的 向 量 投影 到 一 条 平行 于 a 的 轴 上 , 并 用 z 表示 和 m + a MESE, 用 “表示 和 atat 
astas KRESE, DS alas alan 因此 和 ata RREH o. 所 以 z -y= 0， 另 一 方面 ,各 是 
se as 0s 的 每 个 投影 的 长 都 等 于 某 个 有 理 数 与 cos45 = V4 LARP. BEE z = u= V2z, 其 中 z,z€E Q, 
由 此 得 出 了 凡生 = 一 ae AATE AF var m= -a qs= 一 ai 于 是 得 到 ， 

A 1h = Ass, Aada = As A, A = ArAg, Aid = AAi 
BERAREN | 





m 11.8 m 11.9 


1.9 MERLE A.AB,C;C, BB 出发， 利用 直 尺 可 以 作出 下 列 的 点 :志和 A, “eran Wu 
AA, AR C.B, A C B, 的 交点 ;Ca 它 是 直线 C IC, 与 AB, 的 交点 ; B, B,, 它们 分 别 是 直线 Boba 
与 直线 AC K AC, 的 交点 (图 11.9)， 

因为 A414C3C14 为 平行 四 边 形 ,所 以 ， 

AA= C C, = a, 
A d= C C, = ff 因为 AAB BACCA), 
C0 = AA = qf 因为 ACCRA AA), 
BB, = B, By = 4( 因 为 A4001 与 A; A C.C, 是 平行 四 边 形 , E. B,B, f A.A). 


注意 ， 正 六 边 形 AABCCB 可 以 看 成 是 原 正 六 边 形 经 过 把 向 量 AA 33 AA 的 平移 而 得 到 
的 , 苇 它 的 而 点 各 可 用语 尺 作出, 而 对 应 吉 的 下 标 恰好 比 厌 六 边 形 各 点 的 下 标 多 L, MENTARE A4 
B,C,C,B, 美 也 作 图 ,得 到 点 A Bo C1， 然后 类 似 作出 A Bs Cs, 等 等 。 在 作出 点 B E, ARHAR 
AB, 5 AB. RZA 0, MF ALAO 5 AAA 相似 所 以 

AO £. 号 h sa =- 8, 

这 就 完成 了 所 要 的 作 图 ， 

流下 注 一 般 结论 记 艺 ; 如 果 给 定 一 条 线段 以 及 一 种 与 它 平 行 的 直线 ， 风 公用 要 尺 就 可 以 将 这 条 线 
分 成 任意 由 等 分 。: 


11.10 局 为 4C=248 sinB 20D sin 4D -ca (图 11.10)， 所 以 在 AACE 中 有 ZAEC> 
LE4C， 另 -方面 有 LB4C= ¿4-1 OZB. L4+ 人 -90>LE+ -90 ZE- 
1805<2 - 人 LAEC. it, LEAC- 人 AEC, 而 这 仅 当 人 4= ZE, < - ZP, WLA= ZB- 
= D= ZË 时 才 可 能 , 因此 ABCDE 是 正 五 边 形 。 | 

11.11 (1) 如 果 第 - “tapnmanaestusna-qasayn, MEDEIER 
第 一 AEH, 由 于 它们 的 面积 相等 ,所 以 它们 重合 。 | 

: (2) (WN 11.11); Hpi AEEA ABCE 与 ACDE, ` 

(3) 考虑 非 凸 的 四 边 形 ABCD, 其 顶点 C 是 等 边 三 角形 ABD 前 中 心 〔 图 11 .12)， 则 当 与 它 全 等 地 
t 156.1 





图 1.10 m 11.11 m 1.12 


四 边 形 生 邢 C 刀 的 顶点 在 四 边 形 ABCD 内 时 ,等 过 AF BD' 在 AABD 内 ;由 结论 (1), 这 两 个 三 角 
形 的 顶点 重合 , 国 此 顶点 C' 与 C 也 重合 。 所 以 问题 (1) 的 答案 是 否定 的 。 

11.12 我 们 证 朋 一 个 更 广 的 结论 ， 即 任意 一 个 等 边 24 边 形 当 它 的 各 对 对 边 平行 时 都 可 以 分 解 成 为 
ETARE., S n=2 时 , 结论 成 立 。 因 为 等 边 四 边 形 本 身 就 是 菱形 。 设 结论 对 某 个 #2 成 立 ,并 设 等 边 
2(n + 1) 3; A da A... | B, B... Bari 满足 所 说 的 条 件 ， RE CsA u+15 Cs, e, Co Cnh 是 点 Bi, 
Ba o, Ba B, BARDA 的 方向 平移 市 得 到 的 {图 11.13). WU 

BCs B. he BB. iah, 2, on 
由 于 所 有 B,C 是 平行 的 ,所 以 每 个 四 边 形 C,B.B,, C. BERN, EB. A0 CCa = C, A, CC 
PBB, JAA... 因此 2 边 形 AAC Ca 满足 所 说 的 条 件 。 由 归纳 法 假设 , 它 可 以 分 解 为 菱形 , À 
而 2(s+ AE Art... AaB Ban 也 可 分 解 为 奖 形 。 结 论证 毕 . 





W 1.13 BE 11.14 


11.13 ”因为 点 O, D, 如 都 和 顶点 4 与 C 等 中, 所 以 它们 都 在 同一 直线 上 。 考 虑 以 AD, ERN 
e 的 圆 { 图 11,14)， 由 定理 733, OB.OD 等 于 点 口 引出 的 切线 长 OE 的 平方 , 即 为 如 -a2， 它 与 B84D 的 
大 小 无 关 ， 

11.14 取 一 点 名 ， 使 得 四 边 形 QP AB 是 平行 四 边 形 ( 图 11.15). MAX CD= BA= QP, CD; BA 
FOP, 所 以 QPDC 也 是 平行 四 边 形 , 又 因为 《PQB 与 人 PC 相等 且 它 们 的 顶点 在 点 线 PB that, F 
LA Q, P, B, C jt], Tran zi 

ZAPB= /PHQ= ZPCQ= ZDPC, 

这 正 是 所 要 证 明 的 。 | 

11.15 注意 A AJEF 5 A BDF HHE, ss 88E)11.16 

ZEFD= ZBFA= /BFA', ZFED= /FAB= ZFAB, 


T 157 j 





EM 1.15 图 11.16 


An  ZAFE=|ZEF8- ZA'FBI = |ZEFB- ZEFP i= ZDF B, 
由 于 AEDF 与 AA'BF 相似 ,所 以 Pb = 全 5 这 就 证 明 ， 和 和 CBeo 信 BDF。 因 此 得 到 
AA EF co ABCA > 
AC B DE y £C DE. 


AÑ EF APT EF ' 
同 理 , A'E= CD， 所 以 ACDE 是 平行 四 边 形 ， 


11.16 Eiki CD, DE, EF, FA5 AB 各 边 上 的 点 R, S, T, U, V (Q 1.17. 


射 角 等 于 入射 角 的 原理 , ZPQB= ZRQC, XZ B= ZC=120", AE APQEaAQRC, Mii 


辣 理 可 得 
BQ _ CQ _ Ds ES _ FU _ AU 
BP CR DR Fr U TT U AP" 
+u EZE iS e 1, B. BQ = k, WI 


CQ-Y- k CR l k DR-38-1 


| pp TR Sagmo 
DS=3k-1,-ES=2-3%, BT- 77, 
FT= 5k 2 , FU =5k-2, AU=3-5k, 
3-5k 
AV = SS, 
ZJ RRE FIA PE, R Rz 
| 0<k<1, e<l <1, 0<3k-1<1, 
2-3k E 3-5k 
O0<— E, 0<58F 2<1,0<—yy <1, 
, 3 3 6 _rQ 6 
H raku sa, 
BP _ sin((0'-0) v3 1 
BOS smg ~ te >», 
N 5 Vv. 1 .T 
PFE! r: < ctg0- g <s ， 
即 N< ta 0 < 3⁄3. 


RER 





因此 的 取信 范围 是 nrctg 3: 3 “barctg SVS, 


11.17 HP, Q yE RE E BC 与 AC 的 中 点 , W 
意 , 如 果 将 和 OPM 绕 点 OAH A 旋转 的 "，【 图 
11.18)， 然 后 作 以 中 心 为 O 且 系数 为 2 的 位 似 变换 , 则 它 变 
为 AGCE, 事实 上 ， 由 于 ZCOP< 50'， 且 点 0 是 等 边 
AABO 的 由 心 , 记 以 CO= 2.0P， 因 此 在 所 说 的 变换 下 点 
PEHA C, RA, RT PM g. ABCD 的 中 位 线 ,所 以 
PMYDGC，APCE=f0 EEC- DC = 2. PM, 
因此 线段 PM 变 为 线段 CE, MN AOPM $H AOCE, 
于 是 有 ， AEOMH=E0*， ED=2.MO， m 11.18 
HETE Aad O ( 按 反 时 针 方 向 ) 旋转 60* 的 变换 及 以 口 为 中 心 且 系数 为 2 的 位 似 变换 ， A OQN 3 
*AOCD, ARER 








ZNOD= £0°, DO=2.NO. 
二 此 ANOD AMOE, 
REAA Su BH 69, 
11.18 HER AH yta 82 CE 与 BD 分 别 交 于 点 了 与 Q, 我们 证 明 , 4 = AQ， 由 此 即 得 
P< Q= QQ， 作 与 直线 BE Bh BS E CK (W11.19), WH BJ ACKD5EH ASHA RE (AAt AB 
JBC, CK Y BHYB šI, l 
CE EK BO = te ZBAC. 
由 直角 EHP 与 AEKC 相似 得 到 ， 
pp- ECK _ EH:BH:tgZBAC EH.BH.tgZBAC 
TEK ` ÉB- BK EB- AH -te Z BAC" 


ET _ BĦH-EH -tg /EAD 
同 理 可 证 ， OH- EAP FAD" 


经 计算 得 到 二 有 AL = EAD, Ait PH = QH, $ee, 





g 11.19 图 11.20 


11.9 igu FO S, B 3639 F 660 (11.20), a= 40B, m 0<w< 
120°, B AB=2R sin Ž, AC=2R sina, AD=2R sin 32 





2 2 - 
1 1 1 
; Z —— + s, 
由 此 ,有 sin P sina sin x 


EEE 


O = sin asing- (sin a > siny) sin 2 .. 


2 


[ H9] 








= 2 (cos - cos) - 2 (eos cos -1 (cos &-— cos 20) 
: 1 í Bm `; 5a 
=. cosie + iosta | 一 | cosa + ecos 
Aoa Ape) emere) 
F ` `. = 但 _ SG y _ x » Æ . @ 
. . `. Sor gcos 3 cose) 2cos 4 sin sity 
Mi = 90°, g a0, 于 是 原 多 边 形 有 七 条 过 ， . 
11.20 设 点 口 是 正 2n 边 形 CeCi' k 的 中 心 , REF'E BS PEB EE, EROA r= R 处 任 取 一 
个 点 A, 并 记 
e = A CAC Pe= AAOC,, R=0, 1, |, nl 
则 由 余弦 定 理 
. AC: R? + rr- ZR rcosy,, 
I ACO = Rri 2 R rcos Ya 
cos a, = AC; iaca in, 
_ - R: 
《图 11.21}。 由 此 得 到 ， 图 11.21 
E qpr py (Rt 02 — ( R2 — r — À R2e2 cosy) 
和 
~ TR ya Sin: Yra 


TIIE = p + r 《必要 时 只 须 将 原 24 边 形 的 顶点 的 顺序 改变 一 下 )}。 于 是 , 因为 > cos 2r,=0, 所 
j4, 

x tp) a= Tr Ë, (1- cos 2 p.) = Ts 
为 了 证 明 其 中 后 一 等 式 , 考虑 举 标 为 (Sin 2 3 527.) 的 单位 向 量 dea R=0, Loco n< 1, EEM 
d, 与 deri ARAILE, 其 巾 d,= do, AECL TEE n W DD Dais 使 得 DDD, = dn 其 中 D. = D... 


RR, 向 量 而, du …， dd 之 和 同 它们 在 任意 轴 上 的 投影 之 和 一 样 都 为 0。 这 就 证 明 ， 对 了 于 与 点 路 
离 不 等 于 丸 的 任意 疝 点 4 与 号， 所 考虑 的 和 都 相等 。 因 为 内 切 圆 与 外 接 圆 的 半径 不 相等 ,所 以 题 中 的 结论 
HE. 

11.21 3153368938 n 8540835, 当 n=3 W, 因为 兰 角形 没 有 对 角 钱 , 所 以 结论 成 立 。 设 结论 村 
RAAR NIRI ERAAN n + 2 边 形 , 其 顶点 已 接 所 说 方法 染色 ， 则 必 有 一 顶点 A, PRSTAN 
的 两 个 顶点 不 同色 。 否 则 每 个 顶点 的 两 个 相 邻 顶点 同色 , 则 由 于 n+2 为 奇数 , 所 有 的 顶点 将 都 是 同色 的 |， 
与 题 中 条 件 巴 盾 ， 于 是 ,与 顶点 4 相 邻 的 两 个 顶点 所 连 的 对 角 线 将 #+ 2 边 形 分 为 一 个 三 角形 与 一 个 n+1 
AE. 如果 在 这 个 n+1 边 形 中 有 一 个 顶点 ,使 得 它 与 相 邻 的 两 个 顶点 不 同色 , 则 这 两 个 相 邻 顶点 所 活 的 对 
角 线 海 它 分 为 一 个 三 角形 与 一 个 4 边 形 。 由 归纳 假设 ,这 个 # 边 形 具 
者 合 平 要 求 的 仓 解 。 MEE #+1 边 形 中 不 存在 这 祥 的 顶点 , 则 与 每 
个 顶点 想 邻 的 两 个 顶点 同色 , 妈 所 有 顶点 交错 地 染 上 两 种 颜色 。 由 于 
顶点 4 与 相信 两 项 点 不 同色， 所 议 它 与 原 3+2 边 形 所 有 其 他 顶点 都 
FAS. Eit, 如 果 在 原 n+2 边 形 中 将 顶点 4 与 所 有 与 4 不 相 邻 的 
顶点 连 线 ， 即 得 到 所 要 的 分 解 。 这 就 证 明 ， 结 论 对 炙 之 后 的 奇数 
ni., 

11.22 # 边 形 的 顶点 依次 记 为 Ao eo A. PIAR AA 
AA... A,A... 5 5 时， 设 它们 交 于 P, Q. R SMN 
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点 (图 11.22。 FR n= 5581, AMARE) TS n ARREDARE Ah g AA... En 
边 形 内 。 ZAER RIAR AA: 与 AA, 3k, FPR R hate A AIMA 相交， 即 SAP, 

AADA 与 AAQR 是 凶 边 形 分 割 的 组 成 部 分 ,现在 证 明 ， 上 述 三 角形 中 至 少 有 涛 阔 曾 积 不 等 。 否则 ， 
AE Saar S. aqa Saa 则 由 第 一 个 等 式 得 到 PQ -= 4 ， 由 第 二 个 等 式 得 到 A Q= OR, MRR 
AR 与 APAE, TE AA RP PEGUA, 从 而 A.P £ A, B, 52412 F SME, 


$12 点 ,线段 与 直线 


12.1 EL AB 的 长 为 gi.4 个 红色 点 到 点 4 的 距离 之 和 记 为 Re 其 他 "个 蓝 色 点 到 点 了 的 距离 
之 和 记 为 孔 。 对 站 用 归纳 法 证 明 R= Be nelih it AMY RRR 4B 上 关于 申 虚 日 对 称 藤 两 个 
点 ; B 义 和 了 分别 是 红色 点 和 蓝 色 点 ， 蛤 然 , R= AX, B,-YB, HT X # Y 关于 点 对称， 所 以 
Ri= AX =YB= B, 即 结论 对 #4=1 成 立 。 设 结论 对 ksn 的 上 成 立 , 下 面 证 明 结论 对 #+1 SE. E2(n + 
了 个 关于 点 口 对 称 的 点 中 取 一 对 关于 点 口 对 称 的 点 不 和 了 了, 如 果 点 超生 不 同色 , 设 点 下 为 红色 ， 点 了 为 
音色 , 则 4X =Y8。 由 归纳 假设 , 对 其 他 2n 个 点 ,有 Ra Bn 于 是 R. as AX + R.=-YB+- B.= B,.u 
如 果 点 久 和 了 同色 , 设 为 红色 ， 则 其 他 24 个 点 中 必 有 一 对 关于 点 0 对 称 的 蓝 色 点 X iS YI, HT AX + 
AY = AX, + AY,= o, Fl R. = AX+AY + Raini Rs B. z AX i+ AY,+ B= a+ Bi B 
归纳 假设 ， R, = Bai 于 是 Rar Basi 证 毕 。 

12.2 我 们 证 明 更 强 的 结论 在 图 12,1 所 示 的 10 个 
5A, D, E, K, L, M, N, O, P, Q 中 必 有 三 个 阅 色 点 ， 
丁 得 它们 是 某 个 等 边 三 角形 的 项 点。 和 理 则 ， 户 , E, L = 5, 
二 名 , 必 有 一点 与 口 同色 , .不 铺设 点 0 与 了 都 是 黑色 的 。 F 
是 等 边 APOD 与 APOQ 的 顶点 与 昌都 是 白色 的 ， 从 而 
等 边 ADOM 的 闫 点 对 为 黑色 ， 所 以 等 边 - 入 PN 天 的 顶点 
KJA, BEENA AKIL 中 顶点 工 应 为 黑色 ,而 在 等 
边 人 OML 中 顶点 应 为 白色 。 TE. 结论 证 毕 。 - 











f I N 
2.3 如 果 #=3k+1, EZ*+， 则 用 回 规 直 尺 可 以 作 / `, 
出 角 z — m 
， 180° (3k +1)-180°-3k-180°_ 1 180° 
(Oh 图 12.1 
如 果 #= 38 -1 ke8€ N, 则 可 以 作出 | 
180° pna 3.180: - ¢3k-1)-180°_ 1 180° 
_ ei he le Lt, ' 
r 3n 3 n 


在 这 两 种 情况 下 都 可 作出 赴 角 的 三 等 分 伏 。 
.12,4 ”首先 注意 ,利用 双边 尺 可 广 画 出 任意 一 个 角 的 平分 线 ， 其 方法 如 图 12.2 所 示 ， 其 次 ， 设 所 录 
作 的 正 五 边 形 为 48CDE， ”| 
(1) 给 定 的 四 个 顶点 为 4, B, C, 五， 如 图 12.3, ME AB, BD, AC, CD, 并 延长 48 # F, Æ 
K'CD = @, 作 ZCAF 和 ZBDG ETAR, AASEN AROR, | 





图 12.2 


[ 381 1 


. (2) HAY ASA L 4, B, COLA 12.4)， 则 连结 AB, BC, AC, 并 延长 BA ZF, 延长 BC 
REG, F 人 4CG 的 平分 线 ，LFAC 的 平分 线 .48。 然 后 再 作 EAC 的 平分 线 ， 它 与 ZACG 的 平分 线 
ZADA D, W| 44 训 是正 五 边 形 的 四 个 顶点 ,然后 由 (1) 邯 可 商 出 第 5 个 顶点， 如果 纵 定 的 三 个 顶 
AAA, B, D (8112.5), 则 连结 AB, BD, AD, 并 延长 AD EF, E ZBAD 的 平分 线 ， WE Z BDF 
的 平分 线 DG, E ZBAD 的 平分 线 与 ZBDG 的 平分 线 的 交点 蕊 为 正 五 边 形 的 一 个 项 点. 然后 再 按 
(1) 作出 第 5 个 顶点 ， 





”图 12.4 图 12.5- 
12.5 BAA A, B, C, 日 四 点 的 贺 的 半径 为 尺 ， 下 面 分 两 种 情形 讨论 。(1) 4, B, C DRAR 
用 一 点 在 其 他 三 个 点 为 害 角 的 三 角形 内 部 或 边界 上 。 不 芒 设 点 也 在 人 ABC 的 内 部 或 边界 上 , 则 当 人 4BC 
为 锐角 三 角形 时 , WE JS (35 ZAP 60. 所 以 ， 





2 
KERS. 特别 ,在 .48 = 8C = CA-1N, R= jy. RRM, FENT yg B Cete Dek m 


个 点 ; 当 AABC HAAT 角形 时 ， 以 最 天边 为 直径 能 覆盖 这 四 个 点 ， BUR <l <s. (2), B, C, 
刀 是 凸 四 边 形 的 项 点 ， MAAAR RAAE LA, LORN 时 , HAAR BD 为 直径 的 回覆 
mA 因此 Ry <s SAMANA HAARLA, ZBy<90°, 如 果 ZADB2ZACH 


>90°, 则 以 AB 为 直径 的 加 覆盖 这 四 点 ， HIER << yy ; 如果 ZADB> Z ACB, B ZACB<905, 
MADHE AABC 的 外 多 国内 车 上 ,因此 ,有 SN 这 表明 ， 要 六 平面 上 任意 四 点 4 B,C, 品 的 
团 的 最 小 学 径 应 为 8 =， 
12.6 因为 所 给 的 五 个 点 在 正三 角形 肉 部， 所 以 存在 正三 集 形 ABC, 

它 被 包含 在 所 给 的 正三 角形 ,又 含有 给 定 的 5 个 成 也 , Pa Ps, Pa Ps, 显 
然 Suzo<1， 如 图 12.6, 设 点 也 , E, F, G, H, Tga AABC piht 
近 顶 点 的 五 等 分 点 , 则 Saam Sarr Sosa F(E) = 0.04, FIER, 
me AdGD, ABIF, ACE 末 中 有 一 个 人 有 Pa P,, …，Ps 中 三 个 点 , 则 m 12.6 
结论 成 立 ， 事 实 上 ， 设 Pi, Pa, P, Æ A.AGD R, 则 可 作 两 个 面积 为 且 各 边 分 别 平行 瘦 定 的 正三 角形 的 
正三 角形 羔 住 点 Pa Py， 使 得 Sagp +22<0. 归 9， 现 在 分 两 种 情形 讨论 。(1) AMNP 含有 Pu Pa e 
P. 中 某 涉 点 。 此 时 AAGD, ABIF, ACEH 由 必 有 一 个 至 少 含有 西 ，P，…， 产 中 三 个 点 ， 则 让 上 面 
的 证 明 , 结论 成 立 ; (2) AMNP RA Pi, Pa =, Ps rR, t 1) 如 果 莹 形 4EMF, BHNG, CIPD 
KAH P,, P, ss Ps 中 的 点 , 则 梯形 PNHI, MPDE, MNGF 中 有 两 个 同 在 AA4GD SABIF 之 
一 。 所 以 AAGD, 入 BIF 有 一 个 至 少 含 三 个 点 ,因此 结论 成 立 ;2) WRA AEMF, BHNG, CDPI 中 
有 一 个 含有 Pa Py =, Ps 中 某 个 点 , 则 可 设 BHNG 食 有 点 PL。 于 是 ， 外 当 梯形 PNHI 和 MNGF & 
有 点 的 总 数 不 少 于 2 Bf, ABF 至 少 含有 三 个 点 ,所 以 结 论 成 立 ; @ BDE PNHI 和 MNGF 合 有 点 的 总 
Al, KERRE MNGF 含有 点 Pa MEE 4F1C 含有 三 个 点 。 如 果 梯 形 AFPD 至 少 含有 工 个 
S RAE CEMI 含有 三 个 点 , 则 由 上 面 的 证 明 , 结论 成 立 ， 如 果 梯 形 CDRI 5.AEMF 分 别 含 有 二 个 点 
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与 一 个 点 , 即 菱形 AEMEF 和 梯形 BHNG 各 含有 一 个 点 ,这 三 个 点 Pa Pa P, 中 的 二 个 点 可 以 用 符合 是 


中 条 件 目 面 和 为 ( 4 ) = 党 的 ABRS R AATU št, MER COPI 中 的 南 个 点 可 用 符合 题 中 要 求 且 面 
BA EY -p5 的 人 CUR 盖 住 ,余下 的 一 个 点 可 用 面积 为 = 的 正三 角形 盖 住 ,使 得 >y +e<0.64， 
9) 如 果 姜 形 AEMF, BANG, CDPS 中 有 一 个 售 有 两 个 点 , 则 可 仿 2) 讨 论 ,结论 仍 成 立 。 

12.7 设 结论 不 真 , 昌 设 某 个 吓 集 具有 了 两 条 不 相交 的 直径 。 则 有 两 种 情形 ; (D 两 条 直径 中 任意 一 条 
者 不 与 另 一 条 的 延长 线 相交 ;(2) 两 线 妥 中 有 一 条 与 另 -条 的 延长 线 相交 。 对 第 一 条 情形 ， 考 虑 一 个 由 线 
B AB 与 CD 为 边 构成 的 西 四 边 形 (图 13. 了。 它 几 定 有 一 个 角 ,比如 说 ZD>90°, FEN AC>CD, 即 
CD 不 是 直径 。 对 第 一 种 情形 , 考虑 直径 AB 与 CD 的 延 儿 线 的 交点 0 (12.8). N ZA0C 与 人 BOC 
中 必 有 -个 ,比如 说 LAOC>90"。 寺 是 有 AC>0C>CD, 即 CD 不 是 直径, 因此 在 两 种 情形 下 者 得 出 
TFA. 





B 


图 12.7 “图 12.8 m 12.9 


12.8 ”本题 的 管 案 是 否定 的 。 事 实 上 , 3 — r ibyi ABCD, 其 中 AB= AC= BC= q, BD<d 
(8112.9), 它 的 直径 等 于 d。 另 一 方面 , 当 用 折线 将 该 四 边 形 分 成 两 部 分 时 ,三 个 顶点 A, B, C 中 至 少 有 
两 个 属于 同一 部 分 ,于 是 该 部 分 的 直径 就 等 于 4 了 。 | 

EE; 可 以 证 明 , 如 果 在 给 定 的 凸 四 边 形 的 项 点 中 ， 不 沦 怎样 选取 三 个 项 点， 它们 之 河 的 距离 决 不 会 有 
两 个 同时 等 于 它 的 直径 , 则 题 中 所 说 的 分 法 是 可 针 的 , 而 且 不 必用 折线 , RAAR. 

12.9 设 所 有 的 点 不 共 线 。 过 所 有 的 点 对 作 所 有 可 能 的 直线 ， 并 考 洁 所 有 的 点 与 所 作 直 线 之 间 的 弃 
有 可 能 的 非 零 距 离 。 因 为 这 些 距 离 只 有 有 限 多 个 , 所 以 至 少 有 一 点 4 与 一 条 直线 l, 使 得 它们 之 间 污 离 最 
小 ,在 直线 I LER A 于 (图 地.10 的 。 由 于 直线 I 至 少 含有 给 定 的 点 中 的 三 个 点 。 所 以 总 有 两 个 点 ， 它 





们 在 直线 ! LAHR. 设 它们 是 点 召 与 点 C， 且 点 避 介 于 点 召 与 C 之 间 , 其 中 不 排斥 召 与 万 重合 的 情 
形 。 于 是 ,如 果 BK 与 HM EATER AC, 则 由 A BKC 与 AHMC 相似 得 到 ， 


_ HM. BC 
BK=- e SHM<HA, 


GIRA=M, MLACIHC, 不 可 能 )。 即 点 ABJES 的 距离 并 不 是 最 小 的 矛盾 这 证 明 所 有 的 点 共 
线 。 

12.10 HAB RERE AB 关于 待 求 点 的 对 称 线 恬 。 Qam AMI EBRR CD 关于 
A SAR CD DABEN, RICD SAB AB, FUER Im AB 与 CD 18 HAREN 
HRAPAR h 5 b 2PH 121. 41h HCD 表示 线 展 CATAS 的 对 称 线 展 ; 当 
fhi, WEGO RR MFD- - Gb, nBCUhaCib ys 29 设 为 CIDi= 48” 这 时 线 
BAR 与 CD 重合 (相应 于 直线 1f 4, 的 情形 ) 的 必要 且 充 分 条 件 是 点 O= O, 在 和 点 4 与 刀 等 距离 日 与 
“ 亚 直 的 直线 m k. ME, 当 点 O= O, 在 和 点 4 与 C 等 距离 且 与 忆 HANSR m, EH, AP 与 CJD; E 
会 。 困 此 所 求 的 点 加 的 几何 位 置 是 上 述 直线 m 与 n 的 并 

ET 设 集合 时 有 两 个 不 周 的 对 称 中 心 O, 与 0， 则 点 O, 关于 点 0; 的 对 称 点 O, 也 是 集合 于 的 对 
Pri, BXL MRH Co(4) 表 示 点 4 关于 点 的 对 称 点 , 则 由 点 4 与 Cal AR O, t O, 关于 O, 的 对 
uk Fb S Coal A) Co (Col ANATA O, 是 对 称 的 (图 地 .12)， 因 此 对 任意 一点 A, 有 

| Ca (A) = CA(C (Co( 4))), 
从 而 ColM) = Co(Co(Co( MD) = Co(Co(M)) = Ca(M) = M. 
— I= =— 


E, 点 O, = Cos(O,)5, O, = Coa lOs) 等 等 也 部 是 集合 好 的 对 称 中 心 ， A400: = OO, = O;O, = 所 以 
也 译 对 称 中 心 都 是 互 不 相同 的 , 即 集合 时 有 无 根 和 多 个 对 称 中 心 ， 


S (y ° š s. Cs, CAD) 

ORONA 4 
ANS 7” 1 
CC 
Wi: pe NG i 12: A O 

ty Ni 

KREE 

图 12.12 





12.12 RESMA h5 h (不 一 定 不 同 )， 则 直线 1 关于 L 的 对 称 直 线 L 也 是 集合 用 的 对 称 
H. EKE WRH Si( 人 表示 点 4 关于 直线 I 的 对 称 点 ， 则 由 点 4 与 5S;(4) 及 直线 与 上 关于 的 对 
称 性 可 得 ， 点 S04) 与 Sn (Sr (4d)) 关于 直线 是 海 称 的 {图 12.13). 因此 对 任意 一 点 4, 有 Si (A) = 
S; (S.(S,.(4))). X, . | 

S, (M) = Stha Sn (MY)) = S,,(S,,(M)) = S (M) =M. 

村 是 ,集合 财 的 任意 一 条 对 称 轴 也 是 集合 工 的 对 称 轴 , 册 此 即 得 题 中 结论 。 | 

12.13 REMEHA h5 E ZFA O, HEX h Bera OFE AEE a RER h F 
十 , 如 果 用 S,(.A) ORA 553 1 的 对 称 点 ， 则 在 绕 点 0 按 师 时 钟 方 向 旋转 角 2a 时 ， m. A3839 P (A) 
(54 (D). BRE AOBA A, Su (A), Su (Su (AHERE (m 12.49, 且 如 果 直 线 04 与 
lo 之 伺 按 大 时钟 方向 掀 过 的 角度 为 BCA=O), 则 直线 OA 与 OS,,(S,,(4)) 之 间 的 角 为 28 - 2(8 -a) = 
2a, ATFREMEDABTA BELAH AH AO. 于 是 i P 
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R(M)= S,,(S,,(M)) = S;,(M)= M. 

因此 态 -Ao A= Ride), A= R (AJ), A= R (A) 等 等 都 含 症 集合 导 内 。 但 这 些 点 都 是 互 不 相同 的 ， 因 
为 如 果 有 某 个 >j, 使 得 小 与 -4 重合 , 则 有 + ”. 7 Ë 

a(i- D =2rk, pe, 


M= 为 有 更 数 ,矛盾 。 所 以 集合 哮 是 无 限 的 . 


12.14 我 们 证 明 , 题 中 条件 仅 当 #= 3 时 才 满 足 〈 在 这 种 情形 下 ， 
只 须 将 点 放 在 正三 角形 顶点 就 可 以 了 )。 事 实 上 , 如 果 有 n>4 个 点 合乎 
是 中 条 件 , 财 从 中 选取 出 两 点 了 4 与 8， 使 得 它们 之 间 的 距离 最 大 ， 再 取 
C, 使 入 4BC 成 为 等 边 三 角形 。 于 是 所 有 其 它 的 点 都 在 分 别 以 A, 
B, C 为 圆心 县 半径 为 AB 的 圆 强 围 成 的 图 形 好 中 (图 二 .14)， 设 点 品 
是 六 48C 的 由 心 , WARE A0, BO 与 CO 将 集合 财 分 为 三 个 全 等 的 部 
分 , 其 中 每 个 部 分 除 上 面 所 说 的 点 外 不 再 含有 这 个 点 中 余下 的 任何 一 


A, 事实 上 , 比如 在 由 以 4 为 关心 的 放 BC 53 BC 围 成 的 弓形 Mao 
PEAD, MEEA D, 使 得 AAIDD 是 等 过 的 、 当 把 它 绕 点 4( 接 图 12.14 

一 定 的 方向 ) 旋 灶 60° pf, DERD, CRER Ma 的 像 Myo 中 ,同时 也 在 集合 村 中。 但 基 为 人 BAC 
=60°, 所 以 C'= 台 或 Br' = C。 为 确定 起 见 , 设 Br=C， 则 集合 ML, SMEAR B'O 所 分 的 不 何 半 平面 


上 ,因为 和 8B'0= ZBCA+ ZA B'O= 60° +30° = 90°, MAR B'O 与 弧 AC 相 切 ， 所 以 对。 和 于 仅 

有 一 个 公共 点 B, RED =B, D= B, 与 点 吾 的 选取 矛盾 ， 结 论证 毕 。 f 

1215 首先 设 点 4, B SC, 则 它们 犯 直 线 分 成 四 不 区 间 , 并 且 不 同 区 间 中 的 点 不 能 同 在 一 个 四 

集中 。 因 比 所 求 册 集 的 个 数 不 能 少 于 4。 另 一 方面 ,如 果 把 集合 MM 分 为 如 图 12.15 所 示 的 四 个 部 分 , 则 4 

EBT, | . 
现在 设 A, B SC S L, 则 点 如 与 已 把 直线 BC 分 为 三 个 区 间 ， 并 县 不 同 区 间 中 的 点 应 在 

不 同 的 凸 集 上 。 因此 所 求 下 集 的 个 数 不 能 小 于 5， 而 且 如 图 12， 16 所 示 , TARMI AZAR. 
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12.16 按 题 中 条 件 作 出 的 那些 直线 中 必定 有 两 条 是 相交 的 , 它们 把 平面 分 成 生 个 区 域 ， 如 果 现 作 … 
条 直线 ,由 至 少 增加 2 个 区 域 ,所 以 恰 有 5 个 区 战 的 分 法 是 不 可 能 的 , 因此 若 关 5。 另 一 方面 ,任意 n2>5 个 
区 域 都 可 按 所 要 求 的 方法 得 到 : 如 果 n= 2k, k£ N, 则 可 如 图 12.11 将 整个 平面 分 划 ; 如 果 n= 4 和 + 3， 则 
见 图 12.18; 35 = 4k + 5, 则 风 图 12.19。 于 是 最 小 的 由 为 5, 

12.17 例如 在 坐标 平面 上 下 列 带 形 区 域 构成 的 集 侣 

M= (z. l 22 - 18 S< Ia} 

就 满足 题 中 条 件 。 事 实 上 , 这 个 集合 含有 无 限 多 个 形 如 (zx, [v27]) 的 整 点 ,其 中 2EZ。 另 一 方面 ， 当 到 
= VY 时 ,直线 y= krb 至 第 含 有 一 个 整 点 ， 再 则 , 3 zi - z | EN 时, (v 2z; +b) - (AZ 2 z; + b) | = 
YZ |z, -za[ 即 为 整数 , 与 YZ 为 无 再 数 子 盾 ; 当 Re Ç 2 时 ， 它 与 集合 识 之 交 是 一 条 线 有 它 当 然 不 能 含 
RAARSTE. 

注 ， 可 尺 证 明 ， 位 于 任意 两 条 年 行 直 线 4 = hs+b1 和 y= kerb 之 间 的 带 形 区 域 当 上 为 无 理 数 时 总 
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图 12.17 图 12.18 图 12.19 


含有 无 限 多 个 整 点 (不 论 差 值 |b 一 如 | 多 小 )。 因 此 , 任意 一 个 这 样 的 带 形 区 域 都 满 是 题 中 条 件 。 

12.18 因为 对 所 有 的 8 a,20, 所 以 数列 ta 的 递增 性 或 递减 往 与 数列 

als (x — ny)? = x° — 2ixy + n?y? 

的 递增 性 或 递减 性 是 一- 至 的 , 其 中 xy ERKE x 与 > 的 数量 积 x.y, BEATA, al — 4 É 3825 
正 的 之 次 三 项 式 在 点 "的 值 ， 根据 二 次 三 项 式 的 柱 质 ， 这 个 数列 不 可 能 是 递 威 的 ， 因 为 3,1 一 = (2n+ 
1)y2- 2xy2>3y2—- 2xy= a8- 9， 所 以 使 数列 递增 的 必要 且 充 分 条 件 是 jca, BD 3y?>>2xy。 于 是 条 件 
(538: 3|x|2>2)=]cose 等 价 , 其 中 站 是 向 量 = 与? 之 则 的 夹 角 , 而 条 件 { 引 则 不 可 能 满足 。 

12.19 ”设计 是 一 个 面积 小 于 用 的 集合 。、U1,， Un e, Un 依次 是 以 给 定 的 点 Ar An es Á, 为 圆心 
的 单位 圆 。 记 

Vi,=U,n M, ,i=1, =, m 

R F4B U 2 Blay KT 2, 所 以 这 些 国 都 不 交 , 从 而 o Vy, … V. db, B-A V C M, 因此 
$ V,UV.U-.. UFC 出 的 面积 小 于 zz。 所 以 ,如 果 对 每 个 阅 Us, 设想 经 过 一 次 平移 , 把 它 移 到 一 个 圆心 
为 口 的 贺 中 {同时 也 含有 集合 玉 ), 则 在 圆 口 由 必 有 一 点 召 不 属于 每 个 集合 V Bib. TE RSS ES M 
平移 一 个 长 度 小 于 1 的 向 晤 BO, BUR SB U, 的 圆心 A 就 不 属于 这 个 集合 ， 

12.20 注意 ,每 条 长 度 为 1 的 线段 在 随 条 互相 垂直 的 肖 线 1 与 上 的 两 个 投影 长 度 之 和 不 仆 寺 1。 
事实 上 , AHR L 与 y 是 长 度 为 1 的 向 量 a 在 直线 ! 和 上 的 投影 , 则 =zx+y, 从 而 lx|+ v; >ja = 
lL 十 是 所 有 线 眉 投影 长 度 的 总 和 不 小 于 如。 因此 ， 填 线 [和 中 至 少 有 一 条 ， 设 为 1, 使得 这 些 线 疏 在 
l 上 的 投影 长 度 之 和 不 小 于 2r。 因 为 dn 条 线段 都 在 半径 为 "的 圆 肉 ,所 以 直线 上 上 至 少 有 一 个 点 , 它 至 
少 在 某 两 条 线 毁 的 投影 上 。 过 这 点 作 直线 I PC, 它 至 少 和 两 条 瑟 豚 相交 ,所 以 它 满足 题 中 的 条 件 。 

12.23 用 坟 CM) 表 示 图 心 属于 点 集 好 且 半 径 为 了 的 圆 的 并 集 。 下 面 对 neE 太 用 归 詹 法 证 时 , 对 任意 
FR AA. 有 

Suca) < A... 4, + x, 


当 #8=1 时 ,集合 如 (p41) 被 分 为 两 个 半径 为 1 的 半 贺 及 边 长 为 4od 5 2 HAEE, 因此 
Suca a = Ao + z, 
序 结 论 成 辫 。 设 结论 对 #- 1 成立 。 记 
X =U(A A Y =U (Anin) 2 = XCY, 
则 而 为 Z DU (As) F Szer, FD 3842, 有 
Sopraoman dn = Srur = Sas + Ors+ Š; 
= {Socamasan + Sa) + (Sr +3) — SOs 


=S; +S, -S,<(22, A.A. +a .) +(2A A tn) O x 


í 1881 


= 2$ A.A, +g. ` 
ú= 


这 就 证 明 , 结论 对 # 成立 。 对 题 中 所 给 的 折线 ,集合 U(40…4,) 包 含 了 整个 边 长 为 名 的 正方 形 ,所 以 它 的 
长 不 小 于 四 

T (Suspe) ~ )>>4 (50-4) = 1248, 
这 正 是 所 要 证 明 的 。 

12.22 在 声 线 上 取 定 某 一 方向 为 左 的 卢 向 ,所 谓 -: 条 线 肌 位 于 另 一 条 线 诺 的 左边 ， 是 指 和 一 条 线段 
的 大 端点 位 于 第 二 条 线段 左 端点 的 左边 , 或 精 左 地 说 ,* 非 右边 ?。 用 数码 1, 2，…, n 按 下 述 方 式 络 这 些 线 
段 编号 。 第 一 步 ,所 有 线段 中 最 左边 的 那 条 编号 为 1 (如 果 这 样 的 线段 有 好 几 条 , 则 任 取 其 中 一 条 )， 然 后 
竹 每 一 后 续 步 骤 广 从 所 有 尚未 标号 的 线段 中 到 出 最 左边 的 一 条 ， 并 且 给 它 标 上 -~ 个 号 码 : 如 时 这 条 线段 与 
所 有 标 了 号 的 线段 都 不 相交 , 则 标 上 号 码 L; 如 果 这 条 线 外 与 若干 条 已 标 了 号 的 线 明 都 相交 , 则 标 上 不 同 于 
这 些 线段 的 号 砸 的 另 一 个 号 码 。 如 果 在 某 - - 步 取 出 某 条 线段 ， 却 无 法 给 它 编 号 , 则 意味 着 它 与 5 条 已 经 村 
了 号 县 在 它 左 边 的 线 瑟 相交 。 宪 这 利和 情形 下 ， 所 取 线 外 的 左 疯 点 -- 定 属于 #+TI 条 线段。 如 果 左 每 一 步 都 
可 给 刚 取 出 的 线段 编号 , 则 由 狄 利克 雷 原理 (定理 1), n 个 数码 中 必 有 一 个 ， 标 土 这 个 数码 的 线段 超过 了 
n 条。 于 是 , 由 上 述 编号 方式 , 它们 是 互 不 相交 的 。 证 毕 。 

12.23 HATEG An 1=1,,…, n 由 于 它 是 两 条 线段 的 并 集 ， 所 以 可 让 它 对 应 一 条 线 缀 Bn 使 每 
B. 的 左 端 点 是 A, 中 最 左边 的 点 , Bi 的 右 沿 点 是 A 中 县 在 的 点 ， 因 为 BDA, 所 以 线段 B, o, B, p E 
意 贾 个 {( 营 至 三 个 ) 都 有 公共 点 。 现 在 证 明 ,存在 线 股 B, 和 Balt km), 使 得 它们 的 交 CC 包 合 在 每 个 
线段 B. 之 中 。 市 实 上 , RES B, 的 左 端点 是 各 个 B. 诺 端 点 中 最 右 的 那个 ， 线 栅 Ba 的 右 端 点 是 所 有 B, 
的 右 端点 中 最 左 的 那个 、 则 交 C= B.n B, 不 会 在 所 有 线 股 B, 的 左 端 点 的 左边 ， 世 不 会 在 所 有 线段 B, 的 
有 端点 的 右边 , 即 对 i= 1, 2, e, n, CC B, BB 

CNA = BiN Bn NADAN AN 229, | 
加 此 每 个 集合 4 要 么 包含 集合 CC 的 最 左边 的 点 a， 要 么 包含 0 的 最 右边 的 点 (可 能 a= 中。 否则 将 有 
a, be Bñ: A B CC B; A. 由 此 得 到 CNAL= 冲 ， 而 这 是 不 正确 的 。 和 根据 狄 利克 雪原 理 一 定 有 点 a 或 8 
至 少 属于 这 些 A, 中 的 一 半 。 这 正 是 所 要 证 明 的 。 

12.24 设 对 给 定 的 4+ 生 个 点 已 经 构造 某 个 线段 网 络 QQ， 它 满足 是 中 条 件 ， 而 且 不 能 再 添 吉 一 条 线 
EL, 使 得 题 中 的 条 件 还 满足 (这 样 的 网 络 称 为 家 大 的 ， 因 为 所 有 可 能 的 线段 数 不 超过 Chae Pru E f 
在 )。 一 个 多 边 形 ,如果 它 的 硕 点 都 是 给 定 的 点 , 它 的 边民 么 是 网 阁 中 的 线段， 要 人 么 是 网 络 中 位 于 同 -- 直 线 
上 一 些 线段 之 并 , 则 称 它 是 现 式 的 。 如 果 正 方形 成 的 顶点 是 生 个 篇 号 的 点 ， 其 他 和 个 点 都 在 状 的 内 部 ， 则 
正方 形 玉 的 边 属 于 任何 一 个 宽大 网 络 , 因此 关 是 网 式 的 多 边 形 ， 现 在 证 明 ， 极 大 网 络 届 把 正方 形 长 分 为 一 
些 网 式 三 角形 , 其 中 每 个 三 角形 部 俊 含 三 个 给 定 的 点 ， 即 该 三 角形 的 顶点 ， 考 磋 正 方形 长 中 任意 一 点 0。 
在 所 有 包含 这 个 点 的 网 式 多 边 形 中 (这 种 多 边 形 的 集合 非 空 ， 因 为 它 含 有 -一 
正方 形 K), ER— mib M, 使 得 之 的 面积 最 小 ， 因 为 多 边 形 天 的 内 着 
MA (m-2):180°, 所 以 必 有 一 个 顶点 及， 多 边 形 村 的 内 角 4 小 于 180", 
在 角 4 的 两 边 上 各 取 给 定点 中 最 接 迷 顶点 4 的 点 ， 得 到 点 旦 与 C (图 
12.20). 可 以 看 出 , E AABC 中 除 4 与 8 外 含有 给 定 的 点 , 比如 点 CC。 在 
这 些 点 中 取 一 个 点 DD, 使 ZA8D 达到 最 小 (如 果 这 祥 共 点 有 好 几 个 , 则 取 
D38383 8 B 35), TE AABD mh, É A, B, C 外 不 再 含有 给 定 的 
点 ， 这 表明 ,网 络 台中 的 线段 和 边 AD 与 BD 除 项 点 外 没有 公共 点 {除非 
AD, BD E. Q rh EL). HR05094 SEE, ARAD 与 BD 都 属于 Q, 
于 是 AABD 是 网 式 的 。 杂 果 它 不 与 多 边 形 半 重合 ， 则 时 被 分 为 两 部 分 ， 
每 一 部 分 仍 是 网 式 多 边 形 ,与 多 边 形 导 的 选取 隆 盾 。 因 此 AABD WES H 
JEM, TE HO Bs AABD， 而 和 AB8D 除 顶点 外 ， 不 合 给 定 的 图 12.20 





点 现在 计算 极 天 网 络 中 线 医 的 数目 R。 为 此 , 求 出 正方 形 基 中 由 这 个 网 络 分 出 的 所 有 三 角形 的 所 有 内 角 
之 和 。 一 方面 , 它 等 于 180" 泌 其 中 上 是 三 角形 的 个 数 。 另 一 方面 ， 它 等 于 正方 形 顶 点 处 的 内 角 以 及 正方 
形 座 部 以 给 定点 为 顶点 处 的 周 角 之 和 , 即 为 350". (n+ 1)、 干 是 有 ， | 

180° .1= 360° (n+ 1, 
即 1=2(n+1。 最 后 ,正方 形 的 每 一 条 边 都 是 三 角形 的 一 条 边 : 而 网 阁 中 除 正方 形 的 边 外 ,每 条 线段 部 是 
两 个 三 角形 的 公共 边 。 央 此 得 到 4+2(k-4)=3, 
从 而 k= 了 1+2= 3n+5. 


12.25 jg S BSI Z BE RRE, 共 得 C RRR, 其 全 体 记 为 集合 4, 由 题 中 的 条 件 (2)， 
Hya PES, 作 一 个 回 ， 使 回 周 上 至 少 有 名 个 S 中 的 点 ， 从 而 贺 中 至 少 有 心 条 弦 是 4 中 的 线 列 。 虽 
然 , 其 中 有 些 丈 可 能 是 相同 的 。 但 因为 每 两 个 恩 最 多 只 能 有 一 条 公共 驴 , 所 以 4 个 图 最 少 有 ne- RE 
i 095 Ë AYBAR ER, TES rC- Cicci HERI 
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913 LEFFA 
13,1 E 2S = ub sia Yab, 其 中 S 为 三 角形 的 面积 ， ?是 已 和 天光 的 天 和 Wik. nap, MI 
(a+h) - (b+ ho) = (a+ CDE (+ 25 )= (a- a(i- 25 25 y0, 

aH 3525 BI 3 2S = ab, MEAP Pisi $B 2 S HIP pk SZ, 

13.2 NFD We = AAA 位 于 凸 多 边 形 条 之 内 ， 则 直线 A 将 多 边 形 分 成 两 部 分 ， 其 中 
一 个 包含 多 边 形 M., WE M (图 13.1)， 并 且 凸 多 边 形 M 包含 线段 AA 的 边 BB: += 33 36M BJ 
边 。 因 此 有 P < Py (因为 线段 B.B, 佛 尾 意 连 接 它 的 端点 
的 折线 要 短 )。 直 线 A, A, 从 多边 形 M 中 切 出 一 个 包 洁 M 
HDA Ma 并且 Pu, Ean 如 此 继续 ， 得 到 一 系列 的 
ZE 

MoM DMD DMa 
其 中 最 后 一 个 将 与 多 边 形 M, 重合 ,而 且 有 
PxD>P y Pu, >e Pup Puas 

由 此 即 得 所 要 的 不 等 式 。 
19.3 BA Be B, e, B, kR TE 612 S BJP 212 
A,A... A A.A, AA. e, Aadi 的 中 点 。 记 ,1= A, 
A... = A, e, MER 4 Aiaran 与 其 它 三 角形 ， PEI . 

ALLS An 为 公共 顶点 的 三 角形 外 ， 没 有 公共 内 点 ， 而 且 这 两 个 m 13.1 
例外 的 三 角形 也 没有 公共 内 点 (图 13.2)， 困 此 # 边 形 的 任意 一 点 ， 鞋 多 是 上 述 三 角形 中 两 个 三 角形 的 内 
A. HERE 
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图 13.2 | m 13.3 


13.4 EFFE ABCD 内 接 于 正六 选 形 好 ， 它 的 中 心口 是 平行 四 所 形 对 角 线 的 交点 。 取 正方 
边 形 的 项 点 与 ,使 得 它们 与 昌 点 位 于 直线 QA4 世 同 人 出， 并 昌 满 足 ZLOE<60"，~ AQF<120° {图 
13.3 注意 ,点 五 与 王 出 这 些 条 件 所 唯一 确定 3。 则 有 aon 
€0°< ZZOF- 120°, 
于 是 ,六 边 形 中 位 于 直线 O4 同 个 的 顶点 与 6 到 直线 AO 的 距离 不 超过 点 到 CA 的 距离 。 因 此 
S. 0877 ADF = O EOP 
EP, 因为 点 4 和 五 位 于 六 边 形 中 平行 于 直线 OF 如 同一 条 边 上 ， 即 它们 到 直线 OF HERAS, MUR 
一 等 式 成 立 。 由 平行 四 边 形 与 正 广 边 形 的 性 质 , 可 以 推 得 ， 


1 
Don “poc = S cop = Sroa = ` X AECDI 
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于 是 Scr Sy 


这 正 是 所 要 证 明 的 。 

13.5 我们 证 明 一 个 更 广 的 结论 : AABE 中 任意 -个 平行 四 边 形 KLMN 的 面积 不 超过 A ABC H 
积 的 一 六， 注意 , 家 强攻 上 与 MN 都 与 A.ABC 的 两 边 相 交 ( 可 能 交 干 顶点 }。 由 狄 利 克 雷 原理 (定理 1)， 
这 四 个 次 点 中 一 定 有 两 个 在 同一 条 边 上 。 TARH BC 和 直线 KL 与 MN 分 别 交 于 点 K 和 N i. Et 
AB, AC 与 BC 上 分 别 取 点 DD, E 5 F, 使 得 线 臣 DE 和 直线 KL 与 MN 的 交点 工 与 M, 满足 

KL, = KL, LM KN E EF BD 
(13.4), FEAE KLMN 与 KLM N 有 相等 的 廊 边 长 及 相等 的 高 ,而 在 平行 四 边 形 BDEF 与 
K IL,M Ni 中 麻 边 DE 不 小 于 LM 但 高 相等 ， FRE 
S krus = 一 Sr Mi PAETE TA 
RAE =1:AÇ, B| EC = (1- z) AC, B ih A3BC, AADE 5 AEFC HELEN 
Sgorr = Sago ~ Sane- Spre = S apo — tSo - (1-— zy*S'apo 


lo S 321 -2)S se Saso, 


[169:] . 





m 13.4 
因为 对 任意 z, 有 z(1-2) <. 因此 Sems Sao 证 毕 。 


13.6 由 条件 BC>>30"， 点 4 一 定 在 以 局 为 图 心 ， 且 直径 为 RKA AIX A ABC 的 高 
AH, 有 


AH<40<B0= lac, 
(13.5), 即 BC>2 ZH. TEB A BB,E ABAH 相似 , ACCD 5 ACAH 相似 ,得 到 


ŠRC _ OMDR | OnmA Soc _ _ 1 BH CD 
Sa, pa TERT t Sho Dy + S aro,nE t 28, 5 + gC, D) 
_41， BH CH 1. BC 
=1+— N + ar =i -F >å, 
Bp S n t DR <} HRT Ü. l 
EH, a Srema SA- FRUT bida Sanoonann LE Sp HO 


其 中 是 内 接 正 方形 的 个 数 。 对 这 些 不 等 起 求 和 即 得 ,这些 正 方形 面积 之 和 不 超过 四 边 形 BB.C,CW 
各 的 一 他 .从 而 小 于 AADC 的 面积 的 一 半 ， 

B.T 设 面 各 为 1 的 锐角 和 4BC h ZBAC RR L BC 的 中 点 村 为 贺 心 作 半 径 为 R = M ABS 
加 ,使 得 它 交 直线 BC 于 点 隔 与 {图 13. 介 , 则 人 DAE NEAM, E. 

a= MB= MC< R (z W MB>MD, MC>ME, Hit BAC>ADAEB= 90, 5 AARC 为 锐角 于 
PETE). LAME 或 Z AMB 中 必 有 一 个 不 是 锐角 ,不 妨 设 ZAMB= a 90". 因为 AB<BC =20( 由 
F ZPBAC> ZACB), 所 以 由 余 蓄 定 到 ,有 

R? Mer Me MA MI - 2MA.MEBcaosa = z B gdo, 

ABAL Rav Ýa, B | 
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Sips= DE.AH = RAHV a AH: v53 BC.AH= Š, 
其 中 AH EATER BL。 结论 证 毕 ， 
13.8 i 记 AB=0, BC=b, CD= ce, DE=d, AC=7, CE=y, CAE =0, ZAEC= R, THRA 
有 4 与 玉 是 半 网 周 的 直径 的 两 个 端点 (图 13. 门 。 否 则 ,可 以 把 A, E 移 到 半圆 周 直径 约 两 调 ， 比 时 表达 式 
at + b? a c? d?a abee brd 
PHARA k, H5 ACE -9%90, Aty, ok ZABC = 180*- AEC =180*-8, ZCDE 
= 180° - ZCAE= 180-0, AEH ZEM, 
y'= a? + b? -— Zab cas Z ABC = a + b2 + 2ab cos B, 
y= ott dt Zed cos / CDE = e + d + 2cd cos a, 
最 后 由 2 cos a= rb, 2 cos f= y> c 得 到 ， 
teg? gy? a? a 2 aby e e? + d? + ede 
“sa? 4 b? t ett d? + abe + bed, H 
这 正 是 所 要 证 明 的 。 
13.9 由 AO=x.4B O08- (1-z).4B, 其 中 ze (0, 1 得 到 (图 13,9) 
OC= [CA AÖ] = [CA + z(CB- CA] 
= |ü -z)C4+aC5|<CA0( - z) + C Bz 


(区 为 向 县 di5 CB 不 平行 )。 å 0 8 
由 此 得 到 ， 

OC -ABCA -z)AB+CB.z.AB= CA.OB+ CB.O A. mg 13.8 
这 正 是 所 村 证 明 的 ， 


12.10 设 入 ABC 的 周 长 为 p， 分 别 作 入 ABC 和 APOR php AB 4 PQ 上 的 高 CL 和 只 HH (图 
13.9). IH AAACI 和 和 ASAARH 相似 得 到 ， 


1 
DAABO Ta CT AB.AC* 








因为 PQ= L- P, AB<+ p. RÈL >g MH APAP + BO = AB- PO 
p_ p_i 1 p- pol p= AR — Ó 
< y= sp AR =a P Ap> P-gp P ip, AC< p, 因此 ， AR B 
l 图 13.3 
FP _ 1 = = ATS 1 2 = 2 
2 


13.11 MAAA AD= r 为 半径 ,以 点 召 为 中 心 , BC = R 为 半径 , DLS P ple, 关注 半径 人 时 
作 圆 。 了 出 题 中 条 件 知 ,这 三 个 园 两 两 相 切 。 设 位 为 加 4 与 国 如 的 切 点 , 开 为 到 CD KER 1#, EP 
BE DIAE GCD 内 。 因 此 , 可 分 商 种 情形 讨论 : (1) CD EN 4, 圆 占 与 回 呈 的 公 切 线 (图 13.1), 
EKR 48，BP，P4 投 影 到 CD .上 ,得 | 

(R try (E= ry: -CD-CH+ HD 
= (R +P ~ (RO B: + (r+): - (r - h) , 
出 此 可 得 ， VRr = Rh + vrh, 7 | 
F" “IR Yr V AD Y TEC 


(2) CD ZRAAM B SW C 528 (B 13.11)。 此 时 , 设 EF EARMA B HAAR, E, FÆ 
TA USTEKA EF 的 何 一 侧 , mr AERAN GEF zh, MERAC, D, PRERA, 
[ Tt ] 





图 13.10 m 13.11 


Ea C, 总 分 别 沿 着 图 B, 图 二 商 点 也 ,上 移动 的 过 程 中 ， 与 圆 4, 贺 8 相 切 的 动 加 了 的 半径 PH 越 来 越 
KWAA C, DANBALA E, 时 , 动 贺 忆 的 半径 达到 最 大 , 设 为 如。 但 是 在 这 个 过 程 中 , BC 和 AD H) 
值 始 终 保持 未 变 。 因 上 北 , 由 (了 ) 中 已 证 ， F 

1 1 


Y>" VAD VET I 

13.12 ME maePvDib ET BIB KEE SENER, HFERAAAREA -MIERA 
设 为 之 4BC,， 所 以 , 由 余 纺 定理 ,有 

. M2:2 AC222 AB: + BC? pm? + m° = 2mš, 

出 此 得 到 >VZ 和 w， 即 于 >2。 结 论证 第 . | 

13.13 ”对 所 给 的 5 个 点 ,有 如 下 两 种 情形 ; 

(1) 这 5 个 点 是 某 个 凸 五 边 形 的 顶点 。 因 为 凸 五 边 形 内 角 和 为 540* = 5.108"， 所 以 至 少 有 一 个 内 角 
>>'03*。 因 此 这 5 个 点 中 至 少 可 找到 三 个 点 ， 它 们 组 成 的 三 角形 有 一 个 内 前 不 小 于 108, 没 这 人 三 角形 
为 上 .4BC, 并 且 人 4>108*。 人 BLC， 它 们 的 对 边 分 别 记 作 ,b,c。 FE ZC+ y Z A<90, ZC 
<W -l ZA, 从 而 sin /Csin(9 0* - 1 2 cost Z A, 





sa < cos- 124 
五 点 闻 的 最 大 下 宽 为 p, 最 小 距离 为 g "I 
= > 色 


(2) 这 5 个 点 不 是 点 五 边 形 的 顶点 。 则 又 有 油 种 情形 ， 

D 其 中 有 三 点 共 线 , 则 ?>2>2 sin 84°, 

2) 有 一 个 点 有 在 上 其 他 四 个 点 为 顶点 的 (本 或 非 节 的 ) 四 边 形 内 部 , 则 点 M 必 在 岂 某 三 点 -4 B, CH 
顶点 的 三 角形 内 部 。 于 是 AMAB, AMBC, AMCA 中 至 少 有 一 个 内 角 2>120*。 与 (1) 的 证 明 根 仿 , 可 
得 

f A22 sin B02 sin 54°, 
从 以 上 可 以 看 出 ,只 有 在 情形 (1), 并 且 回 与 他 两 式 局 wasa, 4 才 取 得 最 小 值 2 sin 54°, 于 是 
Z4=108°, ZC=90" -3 l ZA= £B; 


即 SABC 是 顶 角 为 108* 0058233, 3EE p=a, g= z- =c. 设 DD 与 E 是 以 A, B, c amame 
形 另外 丙 个 顶点。 又 设 题 中 所 给 的 5 个 点 为 4, B, C, M, N. MM, N BZEEIADMOLY Z 
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BC 的 贺 ( 包 括 贺 局 } 内 ; ARRETE JELES 4 日 的 加 (包括 圆周 ) 外 ， 也 落 在 以 C 为 辆 心 且 半 
径 为 CA 的 加 (EEDA) FEM, N 落 在 图 13.12 所 
示 的 阴影 桓 上 , B X SR MN2q(Bl2>2DE), HIM, Nih 
有 一 点 为 D, 88— NE, AHA AAEE 
边 形 的 顶点 时 , 比值 达到 最 小 值 
13.14 首先 注意 , 如 果 在 给 定 的 点 中 有 三 个 点 A, B, 
C, 使 得 120°< ZABC, 则 题 中 结论 成 立 。 事 实 上 , 设 对 与 
于 分 别 是 这 些 点 间 的 最 大 距离 与 最 小 距离 ， 则 由 余弦 定理 
( 它 对 ABC = 180° HRZ) 有 
M22 AC2:2 AB? + BC? - 2AB:BCcos Z ABC 





>n + m + 20 T = 32, 


BBM 本， 其 次 证 明 ， 文 个 点 中 必 有 三 个 点 4, B, C, 使 得 44BC>>120*。 如 果 六 个 点 是 凸 六 边 形 
的 顶点 , 则 一 定 有 一 个 内 骨 ( 注 意 内 前 之 和 为 180" .4= 120°.6) 不 小 于 120“， 如 果 关 个 点 不 是 四 六 边 形 的 
顶点 , 则 其 中 一 定 有 一 点 O, 使 得 点 怠 与 其 中 任意 一 点 的 过 线 的 每 一 侧 都 不 侣 其 他 所 有 的 点 。 村 是 其 中 有 
一 点 4， 使 得 直线 OA 的 两 俐 各 有 一 点 38 与， WH B 5 C, 使 得 ¿405 与 AQC 为 最 天 【图 
13.13), WI 

”ADOB+ / AVC >180° 
(否则 ,所 有 和 约 点 将 在 直线 OB 的 同 侧 ), 因此 有 三 种 情形 ; Z AO52>120°, 
LAOC 120"，ABOC= 360° - ZAOB —- Z AOC7120", RWA R _ 
论 何 种 情形 ; 给 定 的 点 中 必 有 三 个 点 , 它们 构成 的 角 不 小 于 120*。 因 此 题 
中 结论 成 立 。 
13.15 (1) 直 平 均值 定 四 ,家 
` | (ab + be + ca)(@ + b+ c) = a°b + bša + eta + a?e + B2ç + eh + Babe 

babe + 3 abe = Yabe, 





1 1 
H 此 可 得 ， | L + $ + T >p. 
(2) TAR at ba aa 


可 由 下 烈 演算 和 比较 大 小 得 到 ， 
P={0+b+c) =0+b + 0+2 ab+2be+2 ca 
a? + b? tc? (a? + b?) y (b2 + c?) + (e2 + 02) 
amo E = 3a +$ +c?) 
(9 由 海伦 公式 与 平均 值 定理 得 到 ， 


no 
| e EDG G- | = Ein 
Bl E O Pps, 
(4) 由 不 等 式 {2) 和 (3), 有 f u 
a+ > 254738, 
“(5j KSR 
[mT] 


aè a bh eta 
可 由 下 询 演 算 与 比较 到 小 得 到 ， 
Pa= (a+b+ ce) = att b a c? ab abe 38ab(a+b)+3bc(b+ c) 
+3cea(c + ajad? +b? + e3+ Alatt b3 rt) 
+ 3(a2— gb + b2)(a +b) + 3(a2— ac + c?) (a + e) + 3(b° — be + e°) (b r c) 
= Ha + bt + cs), 
(6) AREAGO, € 
eb, a 2128 SP = Ayšsp, 
(1) 由 不 等 式 ( 和 得 到 
l6Sa [tbr to) _ atofa of + Zab? + Zate? + 20°? eati biy ot, 
13.16 2 a= ZOAC, w= ZOAB, = ZOBA, P= ZOBC, y= LOCA, z,= ZOCA, as 
ditaa, B= fit fa, Y= i + Ya (图 这 和。 则 所 考证 的 不 等 式 
可 由 下 述 演 算 与 比较 大 小 得 到 : 
~ arite = 4 (OCcosyp, + OQCcosy, +O BceosB, 
+ ÖB cos B, + O À cos a, + OA cos x) 


= OCcos-ycos-—Ly Hi? + O Bcos > 8 os 名 b: 





+ O Acos cosin <O Acos + opa 
+ OCeos 方 。 
2 i= G, fis Ph, Yi Yan PBO Z) ZA ABC 的 角 平 分 织 的 交点 时 等 式 成 立 ， 
13.17 注意 , 当 s= B= y =C0° 时 ,所 欲 证 的 不等式 化 为 等 式 。 设 三 角形 有 两 个 角 不 相等 ， 设 为 直 与 
E. W 


m 13.14 


cos a+ cos B + cos P = cos a+ cos Ë — cos(a + B) 
= 2çzos—— 一 2 os - cos(e + B) 
La _ 2eos23 8 +1 
= -了 (2cos 24E - 1) = < 
PRAETEREA 而且 是 严格 的 。 于 是 等 式 只 对 等 边 三 角形 成 立 ， 


13,18 ig f(e, B, y) = cos2e- cos28 + costy, Ba, B, r E= f MI FN, M|a+8 +y 
180°, 因此 ， 


2 2 
=2 cos2a +200os2 Ë +2cos2 +3 
=á cos(a + f)ecos(a—- P) + 4cos2(a + 8) +1 
= (2 cos(a + B) + cos(a- BY +l- costa- 820. 


f(a, B, vy- F) Lt „l+eos26 , 1+cos2y -3) 


由 此 得 到 所 欲 证 的 不 等 式 
| Ho, b, 7)>3., 

其 中 当 且 仅 当 cos(a- B) = 1, cos (a+ f) = -y Maz 8 =v= 60 时 等 式 成 立 。 注 意 f(a, A, 9) KA 
[L174] 


取 到 最 大 值 , 因为 任意 三 角形 的 内 角 a, B, v 都 满足 
eo, B, yC 1805 — 2, 
其 由 e RENNER. pren 
[cos a| coss, [cos B| “cos e, Leos y| cos e, 
H Fia, B, YI He, e, 180" - 28), 
13.19 当 三 角形 的 内 角 s, B, <90" 时 ,有 


cosa + eos facos y = cost +B cos 5 zÊ, cos 二 os 一 


2 
+¢os P+Y cos Ë 
<2sin cos. +2 sin Ë f cos f. +2sin® > .cos Š w= sin Y+ sin É + sina, 
其 中 用 到 下 列 不 等 式 : 
cos- -8 ekos P cos © —2cosË cos f- P <2cos z, 
2 2 2 2 ' 2 


要 证 明 .上 述 不 等 式 , 比如 共 中 第 一 个 ,只 须 注意 证 去 80”， 从 而 e032 bh l= 2cos60°<2cos 7 ， 同 理 可 
证 其 他 不 等 式 ， 

13.20 # AABC rh, Z 

AB=c, AC=b, BC= a B ZBAC= a, 


ZE A ABC KIMRAN EA BC WR B AU (Eq 13.15) HAITTA 


DEEZ BC 最 远 的 点 ， 所 以 对 入 ABC 与 和 DBC 的 高 AH = hBi 
DK ,有 


A 





BDE C 
hp DK = BK .ctg-= £ tgp B H K 


由 平均 值 定 理 , 交 : m 13.15 
， . ab ac + bc 3 3 abii 


PAETE >T V ater = 3- We esia) d añ 


Ey 3 s; Fo ` 
hsin p” 2 Va cig? 


记 cos a= z, PATHE 2838] 


1 æ 1 
Sit ctg L = sina eos = 


2 y TIF Sina(l + cosa) 


=p I F (144) =- VU rae) =. AGF -9 (1-2 
jaioa) 





HEEE, 
13.21 如 果 点 OO 是 六 边 形 ABCDEF Kihei, HEHA R (EB 13.16), E 
æ= /CAE, B= ZAFE, Y= Z ACE, 
刚 由 条 件 中 所 说 的 关于 迪 的 等 式 ,有 


[ 地 5. ] 


Z4AOB= Z BOC = 3, 
ZzCOD= Z/DOE = a, 
HOF= ZFOA= ", 





由 此 求 得 面积 
s, ECCA AE 
aez C AR — 
_¿Rsina, 2 sin f2 R siar 
AR 
=2 R2sina sin B sinY, 
F, 有 
oopasm +h n B+? on ory 
BDP = Sny Sm 3 
由 于 关系 式 


sinasin psina? = (sin a sin A) (sin æ sin PP) (sin B sin >) 


= 2 (cos(a - É) — cos (a + P)) 4 (cos(a = y) — cos(a + 7)) z (cos(8- Y} -= cos(P +Y} 


<} (l-cos(a + 8)) Jta -cos(a + yya -cos( +1)) 
= şin? +Ë pin 25 sin? Ezr ; 
对 满足 a+ 8 += 180° 的 任意 正 值 a, B. > 都 成 立 , 因此 有 


aina sin B sin y<s ia 82 sin £3 sia, 


由 北 可 推出 所 要 证 的 不 等 式 。 
13.22 ”我 们 证 明 ，.4.4 > 全 全、 事实 上 ,由 托 贰 下定 理 (定理 69), 有 
AA, BC = AB..A,C + ACAB 


{ 图 13.17)， 并 注意 ,回忆 角 / BAA, ZCAA 相等 ， 因 此 A B= 
diC=z。 于 是 财 27= A.B + A,C> BC, 有 


2 AA,= 2 = (AB +C) > AB + AC, 
同 理 可 证 ， 
BB,> 


BA+BC cclar 
2 2 
把 它们 相 如 ,党 得 到 所 要 证 的 不 等 式 ，。 
AA + BB, + CC (4B + AC + AB+ BC + AC + BC) 


= AB+ BC + AC, 
13.23 ABMC, 分 别 作 关于 AD 的 中 点 口 的 对 称 点 她 mC (Bj 13.18). A3 ABCDE rk 
KAR, US B 和 C' 在 入 AED 内 ,于 是 问题 化 为 证 明 , AE + ED> AC +O B + BD, ER AC, 36 
边 ED FAP, 延长 DB', 交 AP T: 8 Q, Hi 
AE + EPAF = AC +C: Q + QP, 
QP + PDQD = QB: + B: D, 
CAR > CB 
上 三 式 相 加 , 并 消 掉 QP, COH QB', 得 到 
AE+EP+PD>AC +B + BD, 
即 有 .A4E4+ED>AC' +C BP' + D, 证 毕 ， 


' 176 ]! 








m 13.18 图 13.19 
13.24 记 o= BC, b= AC, c= AB, S= S,so, Si=Sosr, 则 由 三 角形 角 平分 线 的 性 质 ( 图 13.19), 


省 
AF BF AF+YBF e 
全 = 
AN | 4F- be 
a+b 
同 理 , 有 AE = 
ü + Ü 
mji, Sgr 7 AF. AEsin/ BAC 
_1 , bes 
| “2 besinZ BAC. GTG) (a + b)(a + e)" 
_ ; acs _ ws 
向 理 可 得 ， S ppp = (rb (b+ c)! Sovg = a y (b ro bpe 


H 3 Pala E PR48131, 
i D — S= Sarr + Spr tdops 





=( he + ab )s 

(a+b)(G +e) CEET (c+a)(c+b) 
= 2b + bte + ae + c2a + bba + Pb 6abe S 

(a+b)(b+c)(c +a) CIC 

be 
=3(1- (arbore [PTT CED `r) 
= HS- Sasr 一 aps 一 Sopr) = 3S,,. 

FES- S,2>3S,, Bl S <Š. 结论 证 毕 。 

13.25 首先 ， 设 三 角形 的 边 长 为 5 b, e, 它们 的 对 角 为 w， B, Y, AKA P, 面积 为 $ 且 内 切 图 半 径 


为 +， 则 
= rÍ ctf ?| b= a y 
& rÍ ctg yY seag) b r (te + ctg ) 
.. c= reta + ctf), 2 
I P 2p: 2(te+bto face te oy 
， | Pr r = actes + ete + etg y) 

所 以 , 为 证 明 题 中 结论 只 须 证 明 

c ' cte + eteh + qa <a 2 + ctg 2 + ete 


EH a;= Z BAC, B,= ABC, v i= ACR, j21,2, 考虑 AABC 的 边 上 的 点 Ay, 即 直线 BAS% 
AC HZA AE 13.20), M y= Yy, UR AA BC 与 全 48BC， 归 结 为 证 明 下 面 的 不 等 式 。 


工 477 | 


otg% + ctg Bt <ctg® + ctg hs, 











为 此 , 只 须 注 意 
Bb 
sinj > + o 2cos 
cte% + cteff= Ú 2) = M Fy 
LI * É _ ï _ + 
sin i sints cos( % >) siny 
ETZI cos 和 7 名 Scos FE 
(CH apa ppp, O< my < m <S ah). 
- S, . $, Wm 13.20 
| -p7 | 


其 中 3;, P , E AA;BC BY 3584. =1,3. WAABC 与 入 AsBC 再 用 斯 证 明 的 事实 【 广 意 点 4 K 
和 AAAsBC 的 边 AB E), 即 得 


于 是 , 便 得 到 题 中 的 不 等 式 。 . 
13.26 同心 加 C, 和 C, ARGIA O, 连结 O A;, OB,, 由 托 勒 下 定理 (定理 69), 
OB, AA <04,.- B.B, + OB dB 
因为 0B,=204,, A.B. = AA. + ABa FRI, 
{Asda t A.B.) < BB + 2.AsB,, 
同 理 ， | 
2(4,4+ A BB + ABa 
2( A,A, + A BE BBy+2AdiB,, 
2( A,A, + AsBa) BBs + 2AyB,, 
上 上面 四 式 相 加 ,得 到 ， 
2( A+ Aada + A+ AA} <B Ba + BaBa + B,B.+ B.B, 
这 就 证 明 结 论 成 立 。 如 果 其 中 自 式 成 立 , 则 上 和 杖 四 个 不 等 式 中 每 一 个 等 号 都 成 立 , 从 而 相应 的 四 点 共 园 , BJJ 
O, As, Ba Ba MARR, O, A Ba B, 1 R 3], Fani ni qi, ZQ A,A,= LOB4B3= LOA3B1， 所 以 
-43= A,A. BAAGA, Add. = A, Ardi = Aal, RE AAA 为 正方 形 。 反 之 如 果 AAAA 
是 正方 形 , 则 人 O04s4y= ZOA, TE TEO, A, Ba B, 四 点 共 加 ， 同 理 O, An Bo B, EAEE, 
从 而 上 面 中 个 不 等 式 均 呈 等 式 , 从 而 结论 中 等 式 成 立 (图 19.21) 
E ”对 = 边 形 , 类似 的 结论 成 立 ,二 设 两 个 同心 四 半径 之 比 人 和 为 k, 则 有 
(LT e + AnA) LB Ba + e + BaBa, 
3 B 39358 B IX 34 AeA DEn AERES, | 
13.27 在 所 给 的 以 怠 为 圆心 的 圆 中 作 -- 个 直径 为 的 同心 
国 。 如 果 这 个 图 内 有 了 丙 个 给 定点, 则 这 两 点 间 的 距离 小 于 风 从 而 题 
让 结论 成 立 。 否则 在 琴 个 回 周 之 阅 的 环形 区 域 中 至 少 有 9 个 点 。 
将 这 环 域 用 过 点 口 的 射线 分 成 8 个 相等 的 环 状 扁 形 (和 帆 13.22, 相 邻 
般 线 间 的 夹 角 为 钙 )。 则 一 定 有 两 个 给 定 的 点 4 与 吾 落 在 同一 环 
REW CDEF y, EF OCh ODLAR AASE, E 
Odi= OA, OE = OB, HF AOB < Z ADB, 所 以 由 余弦 定 
理 , 有 ABZAB. Wix, | | ú 
AD = maxl AD, AE}, 
Mrs. AL EBE DE L, 并 且 介 于 A, 在 0D 上 的 投影 和 点 m 13.22 
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D(A E, 不 妨 设 为 局) 之 间 。 因 此 射线 AD 在 OD EP J T491 AB, 的 投影 HB, 从 而 有 
A,B,< A.D, 
同 理 可 得 ,只 4 和 maz{DF DC}, EA;sçmar (EF, EEC， 通过 如 下 估算 ， 
EF? CIF = OC? OD- 2OC.ODcaos45° 
_ 25 25V% 25 25.1.4_ 
= 2." - — < -一 本 一 = 3.154, 


EC? = FI} = OF* + OD? - 20F - OT)cos 45° 


= 2D 5.2 _ 5-1.4 = l 


最 后 得 到 .AB< 4A12 dmr DF, DC, EF, ECy<2, 结论 证 毕 ， 


13.28 OA =m, i=l, =, n, OB=b, 则 有 |w| =1, BA OF-OF=a-b, 


从 而 B40 la 


DÈ (a: — b) a = > a2- b. $ a =n-— 5'o=n, 
结论 证 毕 。 
13.29 注意 , 如 果 点 A, B, C, D, E 共 线 , 则 不 等 式 显然 或 立 。 事 实 上 , 为 确定 起 见 , 设 点 正在 点 
5 D 2 |, 则 有 
(AC +L AD) + (BC+ BD+ AE + B8E)>CD+CD+ AB 
= (CE + ED) +CD+ AB, l 
下 面 考虑 ~-- 般 情况 ， 在 平面 上 取 一 条 直线 io, HE h LR- 8 O, 用 is 表示 将 直线 L ARORA 
向 旋转 角 gg 后 得 到 的 直线 , X, 表示 任意 一 点 外 在 直线 1。 上 的 投影 (图 13.23) 。 则 对 任意 一 条 平行 于 某 直 
线 jy 的 线段 XY, 有 
XoYo= XY:|eos(y -@)| 

{图 13.22). HAF] 

x : x - -+ . 

J X.Y,de= XY | [cos (p-p) lip- xy["” |ees z|dz 


= xy |" leos z|dz= 2 xy) cos r dr = 2 XY 
(因为 以 x 为 周期 的 函数 1cos z| 在 长 为 于 的 区 间 上 的 积分 不 依赖 这 
个 区 间 在 煞 轴 上 的 位 置 )。 对 A, B, C, D, ERER ls 上 的 投影 
Aes B, Ces Dgs Ey, HE: MAER A m 13.23 
AB,+C,D,+D,E,+ E.C pAg + A,D,+ AE, + B,C g+ B,D, + B,E,, 
因此 将 上 式 贝 0 到 对 yp 积 分 , 便 得 到 所 要 证 的 不 等 式 
2 AB+2CD+ DE + EC AC + 2AD + 2AF + 2BC +2BD +2 BE, 


§ 14 几何 极 值 问题 


14.1 设 4D 是 较 大 的 底 边 ,BH 是 给 定 梯形 ABCD 的 高 {图 雹 .1)， 如 果 AB=CD=13, 则 AD+ 
AD+ BC 


BC-28- 2.8=2, H Su | = BH IOL Cas. 2 = 13< 
27, 不 可 能 ， 因 此 4D=13。 记 4B8=z, 则 <. N 
BC=28-13-25-15-2x, AH = 13- (5-25)_ 21, | 
BH = AB: AD= Vv 人 下 





由 平均 值 定 理 得 到 ， 


Saop= V iE T a 7 (e= Y (I ay: 
( (2-1) + (1l4-2 + (4-2) 2 
< EE) oy (和 -a 
其 中 当 且 仅 当 2z-1=14-z, Bi z= 5, 也 即 48= BC -CD=5 了 时 Sspon=27， 而 等 式 54son=27.001 蚌 


个 可 能 成 也 的 。 
14.2 ika, b, e E 3 p 一定 的 三 角形 的 边 长 ,3 与 是 它 的 面积 与 内 切 辆 半径 ， 则 由 平均 值 定 
理 , 有 


(rp) = 02=p{p -人 0p -Dp- c) 
《一 四 十 (机 十 人 全 和- 
EE 3 


也 此 得 到 r< 并 且 , W BI p-a=p-b=p- c, 即 三 角形 为 等 边 三 角形 时 r 取 到 最 大 值 ， 
14.3 设 点 4 与 茹 心口 的 下 离 为 上 FR AHB 032 KL S MN, Xi OB 与 OC 分 别 乍 直 
T KL 5 MN, Bia 人 AOB = a( 图 14.2)。 则 
| KL=2 BL= 2/1- Ešcosza , 
MN =2MC = 23/1- h sina, 
E (KL+ MN): = 8-. dh {cosa + sinta) 
+ B/I-  h2:(cosis + sino) + kicosigsinie 
=8- 42. 4.74 Ah 3 kisini w, 
上 式 当 sin2g = 1, Bll a =45° 时 达到 最 大 , 当 sin 2 G= Ü Bill a= 0° 或 a= 0 时 达到 最 小。 国 此 KL + MN 


的 最 大 值 为 





A 8 43. 40 (2 - hy)=2 AAR, 
而 最 小 全 为 ， VBA TEVI R= 2 + vi- E, 
14.4 不 妨 设 回 心 沙 在 如 图 14.3( 了 ) 所 示 的 ZZ 中。 则 当 AB 弦 向 上 平移 时 ,出 于 图 14.3(2)rh au Ba 
部 分 面积 大 于 它 堪 边 无 阴影 的 部 分 的 面积 ,所 以 A(X) + A(Z 851, m A(Y) + 46) 减少 (注意 X, F, 
Ts J ALX) +A(Z A ` a 
Z, W 而 积 之 和 是 定 值 zr )， 因而 比值 -fj agy AM. 于 是 当 点 4 与 点 ( 重合 时 , 它 才 有 可 能 取 到 


最 天 值 ， 





图 14.2 | m 14.3 
在 图 14.3(3) 中 , 直角 三 角形 ABD tibb BD EAB, A ABD 在 OA 为 高 时 面积 最 大 ， 这 时 AZ) 
为 最 大 , A(Z) + ACX) 也 最 大 , 其 值 为 了 rz+ 而 AG) AIRA REA J mrt = ra, 


(480 ] 


He 


» AGX)+ AC) 








FAM ° Zay. 
14.5 i K, L, M, N ELP ABCD gb AB, BC, CD, DA Hha 1.a). Rj 
EN = 4 (KA ZD: DM | + LGP- BC CM) = (D+ BC), 


HAA l : RL» (b DO). 
因此 KM- ITAD- Ble (ZD: BO), 


NL= 1145 *DC|< (AB + pO), 


从 而 有 | | 
KM1NI<» (AB+BC+CD+D4), 


FR AHE AD 5 BC 共 线 , ZB 5 DC 共 线 , 即 ABCD 为 平行 四 边 形 时 等 式 成 立 。 

14.6 设 和 EFG 是 边 长 为 1 的 正方 形 48CD 的 任意 一 个 内 按 正 三 角形 , 由 于 正三 角形 的 三 个 顶点 至 
少 落 在 正方 形 的 三 边 上 ,所 以 不 妨 设 顶点 已 各 在 正方 形 ABCD 的 一 组 对 边 上 (14.5). f AEFG 的 
边 FG ERBEK, WE, K,G, DESA. $4 KD， 则 有 人 KDE= 人 EGK = 60*。 同 理 ， 连 结 
AK, WA E, K, F, A DERMEE, LKAE=LEFK=60°, 所 以 AKDA 是 正三 角形 , KECH 
一 个 顶点 。 这 就 证 明 , KRE AEFG ha FG 的 中 点 攻 是 不 动 点 ， 又 ， 正 三 角形 的 面积 由 它 的 边 长 所 决 


. D . 
A 0 





mm 14.4 g 14.5 


定 。 当 FK 与 AB BAR, KE EPG 的 边 长 为 1, 这 时 按 长 最 小 , 从 而 其 面积 S = 至 也 最 小 , 当 KF 


通过 点 如 时 ， 内 接 入 EFG 的 边 长 为 w 2- vy 3, 这 时 边 长 最 大 , 它 的 面积 9S=2*y 3 -3 也 最 大 ， 
14.7 根据 题 意 ;有 如 下 关系 式 (图 14.6) 
OA + OB: + OC2 + OD: = > (04+ OB) + 5 (OB + OC?) 





+ 3 (0C? + OD?) + 4 (OD + OA 
>O 4.OB +OB.OC +OC.OD+ OD.O A 
P25 os + 2S poo t Boop + 25 p04 = 25， 
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其 中 仅 当 04= 08= 0OC=0D， 且 L408= ZBOC= ZCOD= ZDOA 时 等 式 成 立 。 这 时 给 定 的 四 边 
形 ABCD 的 对 角 线 AC 与 BD EREE 并 且 交点 口 是 它 们 的 等 分 点 ， 即 48CD 是 正方 形 , 点 0 是 它 的 


HU, 
14.8 —a,= A.As., a,= hida a, = Arda, h = Atli h, Atia, h, = A,H,, 
则 有 
Qhi + G1hy + 加 有 = ahi + üh; = + ash; z 1 i 
_ G, G G 
= 25 (P+. L 9). 
AH ë üa Gi nng Nt t ui = 
由 平均 信守 更, 有 中 + + 159, RRAER sion, Mazo ) 


=G 时 等 式 成 立 。 因此 条 件 
d,hi + tih 十 thy = 5 £ 
与 条 件 01= 03 = o $r AEE, 

14.9 设 扣 ,不 ， 铝 是 满足 题 中 等 式 的 三 角形 的 高 (图 14.1), S 是 

它 的 面积 由 m 14.6 
a sin B = B... b sin p= ha, c sin G= ha, 

Ts i s SE tr 
| Piha + hs + Bh.) = 9Ë (a cos s beos ñ + ecosy), 
一 方面 , 由 定理 15, 有 

DR (a eos a+ b eos f + c eos Y) 

=9P (2R sinzcosa+2RFsin ñ eos f 

+2 R sin Y cos Y) 

= 9R (sin 2 a+ sin2 B + sin 2⁄2) = 185, 

场 一 方面 , UFAR 
P(h,+ h, + h.)= (a+ b+ c) (BR, + h + B.) 
SIN be. N Blo = 98 ah. bhy” tha 
= 0605) =185, m 14.7 

其 中 当 瑟 仅 当 &= 了 2 5, 如 = 下 = 和 即 三 角形 是 等 过 三 角形 时 等 式 成 立 ， 络 论证 毕 ， 

14.10 设 面积 为 Se HE n B.B, 内 接 于 面积 为 84 DE n AE AA, 则 当 它 们 不 重合 时 
R AA LERA -ARA Be Hh isl, 2 enn, B Andin 事实 上 ,如 车 不 然 ， 则 由 狄 利克 
REEERE I, 一 定 有 某 个 边 , 不 妨 设 为 边 44， 含有 两 个 点 Bi 与 Ba DAES, 设 ABA, 
则 项 点 Ba 位 于 与 六 BB; AEA AA. A.A A) SRA B, GE A A,A A. 内) 只 能 分 别 在 过 A,A, 与 
AA, 上 [由 于 n>3, RE AA 与 AA, 是 对 角 线 而 不 能 是 # Jo Areda). ARH B A, B;= 
A, FEER, AiB Abis …= A.B... 事实 上 , 由 于 

ZB.A,B,= ZB,AAB,= ZB,B.B,= 1800.14, 


ZAB B, =180° - ZD A,B,- Z AjjB,B, 
= 180" - ZB BB,- Z AByB.= Z AB,;By, 
B.B, = BB; 
HE AB.A,B, 5 A FA, S$ (BH 14.8). H A,B; = 
-48Bs， 同 理 可 证 其 余 筹 式 成 立 。 显 然 ， 
Sp= Sa4— Span U S 9 4 B,” ** TAT 
= Ña NS pds 


当 A B A,B,: ARREA ERRER R, 图 14.8 
r 1821 f 








A A =, A.B. = T, 


WI Saan = $ D.A, A.B, sin B. AB, 
F: 2 
= ) (oz)? sinL B14sB,= 1 (9 -{ = s) )sisZBAB,, 


当 z= y, AAB = BA 内 到 到 最 大 值 。 结 论证 毕 . 

14.11 我 们 证 明 ,a 的 最 大 值 为 了 汪 ， 束 实 上 ， 设 平面 上 有 # 个 点 ,使 得 = 取 到 最 大 值 。 考 中 过 其 中 
两 点 省 与 AL 的 直线 ,使 得 所 有 其 他 给 定点 孝 在 直线 ALA 的 同 侧 。 
取 点 Ap 使 得 AAA RARA 由 .9)， 则 入 有 其 它 的 点 都 在 
这 个 角 的 内 部 ,它们 与 A URRE AAA a n - 2 4-8, ME 
每 一 个 和 角 都 不 小 于 as。 所 以 有 

ZAA412a(n- 2). 
其 次 , 取 一 点 4, E Z44144 ERAR MARERE A E ih 
An AAE BIO. HA Z414,⁄42>a(n -2). E A= AL 
A.A, 则 同样 可 以 取 一 点 者， 如 此 继续 。 因 为 点 的 个 数 为 8， 所 
DA 届 ， 必 ， 丰 … 一 定 从 革 项 起 回复 到 原来 第 一 个 点 。 设 在 取 到 
点 a salt, EN LA AA; 对 某 个 点 A;= £ = gA H AL.) ? m 14.9 
Z... A ERR, TE AE l, MA 省 在 ZA LA EARR, WE $a AA... A. AL 565 
内 部 ,与 它 的 取 法 矛盾 ， 因 此 ,i= 1, EB 5 k ib Al Ab... AL RR 8331802. (k 2)22R:a(n- 2), 由 此 
得 到 





180°(k-2) 180°/, _ 2 V 180°/, _ 2\_ 180° 
Aefa E -成 立 ,只 有 当 k=n, 

JAAA = L AAA, /A AMA a(n 2). 
3 H M. n DEAA A 的 任 音 - -个 角 引出 的 所 有 对 角 线 将 谈 角 分 为 等 角 a 时 声 可能， 这 样 的 # 边 形 
2 一 -ERI H HE, 因为 对 任意 l= l, '.. ç H 有 

VA E ETE e = A Ad 即 AA; = AA 
其 中 约定 Aas Al, Aa = (814.9, PLL 这 个 半边 形 不 仅 角 相等 ,而 且 边 也 相等 最 后 ， 正 二 边 形 
的 # 个 顶点 的 确 满足 w= 180 ， 这 是 很 明显 的 。 因 为 如 果 作 正 # 边 形 的 处 接 园 , 则 从 它 的 任意 一 小 顶 卡 引 


TH 
HR dh, EPI 5323034 sn 003e BF xM 312 350, mmy E, 


14.12 没 48CD 是 以 0 为 中 心 且 边 长 为 9 的 正方 形 ， 它 含有 5 个 互 不 相交 的 半径 为 1 的 眼 ， 岂 这 
些 贺 的 圆心 幕 在 以 O 为 中 心 县 边 发 为 4-2 的 正方 形 ABCD 中 ,其 中 A481 4B8( 图 14.10)。 连 接 正 方 
形 ABCD, 的 对 边 中 点 的 连 线 把 它 自身 分 为 四 个 小 正方 形 。 册 狄 利克 震 原理 (定理 1), 一 定 有 一 个 小 正 
方形 含有 两 个 四 心 。 于 是 , 它们 朵 的 距离 不 超过 小 正方 形 的 对 角 线 长, 另 一 方面 又 不 小 于 2。 因 此 有 

2x04, -4P YE- (a). 





FERF, 0 之 2Y 2 +2, 
最 后 ， 如 果 C=2 2 + 2, 且 男 心 为 点 O, Ais B4, Ci D:, MARRANA E, 于 是 所 求 的 正方 形 的 边 长 
Fy 2. 2 +2, 

14,13 it AABC 的 内 切 贺 半径 r 5534 RE R =2r, A As Bu C1 分 别 是 边 BC, AC, 
AB 的 中 点 。 则 AARC AAFAA) KUCNE RR NE. 如 时 这 个 
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m 14.10 图 14.11 


图 与 AABE 的 过 不 得 切 ， 则 可 引出 平行 于 AB, BC G.A, BSAG A ABC Ama ARa 
的 切线 (图 14. 11), 设 这 三 条 切线 转 成 和 则 AAB C 与 A ABC i REFA p HADE 
县 它 的 面积 大 于 AABC 的 面积 。 国 此 有 r< P = Ë > HARRRETEA., KAH, 六 .ABC1 的 外 接 图 与 边 
AB, BC, CAH. REJAH, y AB. = 4c BC = 8A, Am AC = AB = BC. H Z. ABC K < 
WZA, 

14.14 我 们 证 明 ， 恕 果 过 点 口 引出 线段 BC 与 
C2， 使 它们 的 端点 Di 与 B, 在 给 定 的 Z B.AC 的 边 
AB k, Wa C, 55 C. 在 边 AC L. 3£E ZAQOB.> 
Z“A0D>80 (图 14.12), 则 有 Fo ro? Fo” 


E 0 设 H, 5 CE 中 是 过 点 B. 与 Cs HÆFT AO 


的 直线 与 直线 DC 的 交点 , 因为 
ZB,B,O = Z AQO8,2905, 
1 _ BAO- AHO. B.O- B.O 
BO Fo = OLO >T RON 
B B, B.B, 
= 50-A, BO ` AQ.B.O 
【 国 为 AR,B.B,cs A.B.,O A), 同 理 可 得 m 14.12 
1 _ s- 
TO CO AO.C,O° 
ELERTE AIL HE ABAAA, j, 


(Zora) (Z Z p ee 
Ot CO) \B0 GO A0:B0 A0-C0 
EN B,B, GCs )=0. 
"AO\ BO ~ GO 
如 果 过 点 口 且 截 直 于 AO 的 直线 和 射线 AB 与 AC 分 别 交 于 点 B, 15 Ch 则 B:C1 即 是 所 求 的 线段 ， 囊 实 
EHER O SRE B,C,, SE Z, ZA0B,>90°, 8.2 Z4OC,>90°. 为 确定 起 见 , 设 点 如 与 C2 分 
SERR AB 与 AC 上 ,及 满 足 第 一 个 不 等 式 , 则 前 耐 所 说 的 不 等 式 成 立 。 如 果 过 点 侨 且 垂直 于 A0 的 直 
线 与 Z BAC 的 一 边 ( 设 为 边 4C) 址 相交, 则 所 求 的 线段 是 不 可 能 作出 的 。 设 所 求 的 线段 是 某 个 Baa, 其 
问 点 分 别 在 边 AB 5 AC 上 , 则 Z40B:>90°, AR. 如果 在 AC, 从 C. 一 端 引出 的 延长 线 上 取 一 点 
Co BAHO- RRE BC, 则 有 
90-< ZA0B,< LAOB,, 
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再 根据 上 面 证 明 的 不 敌 式 可 知 B,C, 不 满足 所 需 条 件 。 

14.15 (1) 设 A 入 ABC 是 非 钝 角 三 角形 。 则 所 求 的 点 T 即 是 AABC EPEA R pAb RN 

O, 事实 上 ,过 0 H¿rM:EE Ti AB, BC, AC HER OH, OH, OH, 将 A ABC 分 为 三 个 四 边 形 ， 
OH AH, OH 8H, Off,C IL, 

{图 14.13)， 如 果 了 工大 0, 则 点 TT 在 上 述 菜 个 四 边 形 中 ， 不 炉 设 容 四 边 形 OH1A4 昌 3 th. 由 于 ZOH,A= 

ZOH,A=90°, 所 以 四 边 形 OH AH, 内 接 于 直径 为 AO HA, 于 是 了 落 在 该 贺 内 ,所 以 有 
m(T)= AT—< AQ = R=m(0), 

这 表明 , 4 T =O Bp, m(Z) 取 到 最 大 值 。 MER A ABC 

出 ARNA, HE ZC<ZB, 过 边 AB 与 4C 的 中 

点 如 与 马 且 垂直 于 该 边 的 垂 线 分 别 与 BC DFAS 

G, ië BF =b, CG = c, 注意 bsc, 且 仅 当 CC = ZB W 

也 = ec， 事实 上 ， BEREM, W ABDF， ACEG 与 

AADC, 有 

b BD cos 人 _ AB cos Z C 


c cosZB CE ` ACc<osZ5 
sin ZC cos ZC _ sin 2 C 1 
sinZBaosZB smn22Z8B ` * 
其 由 用 到 0<2.LC<27B 一 180。- 2C。 其 次 ,注意 BG 
>e, FC>b, H ZB + Ceta BAC, 得 到 Z B< 
ZBAC- ZC = ZBAG, B BG>AG=-GC =c. EB, 
AABC Wa AH 将 它 自身 分 为 AABH 5 AACH. $ m 14.13 
mu T=F, 月 在 A ABH K, WT S 2 EW 3 BF 的 圆 内 ， 要 么 在 直径 为 AF HAA (Bj 4.14 与 图 
14.15 分 别 给 出 了 Z B<45° 5; Z B>45%° EE). AA m(T)<m(F) =b. AR, SIR T >G, BE 
AACH R li] mcm G =c。 于 是 ,如 果 八 ABC 是 等 腹 的 ， 则 点 下 与 避 都 是 所 求 的 。 如 果 它 不 是 等 
Bkn Wm] m(F)<m(G), 且 所 求 的 点 与 嫩 量 合 。 











E 14.14 





(2) W'AABC 中 任意 一 点 T， 有 
MT)>TB, ~ MTO. 
因此 2M(T)2>TB+TÇC>D>>BC, o 


即 ËC<MOT). RE REOREERREE E ZA>90 Nih 


TMT) 在 线段 BC 上 某 点 日 处 取 到 最 大 信 。 因 此 对 SABC 中 任意 一 
点 了 ， 有 i l 
， . BC 
m(T) =m(G)=cmin (GB, GOS. 
14.16 按 其 党 画 出 图 14.16, 其 中 AB=BC=CA=4, AE =CD= 图 14.16 
BF=-i, BU 入 RSQ 是 正三 角形 ,并 且 也 不 难 证 明 对 入 4B8C 中 任何 一 点 卫 , 有 
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S = g (az +by+ cz), (S 是 三 角形 面积 》 


从 而 T+y+2=2V3., 
当 动 点 卫 在 ARS 的 内 部 及 边界 上 变动 时 , RIRU EPE ARSO 内 ,xyz 不 是 最 小 值 ! (2) 2 P 
TAR QS 内 , XWz 也 不 是 最 小 值 。 因 此 ,由 于 在 点 R, S, Q 处 对 应 的 zz 相等 ,所 以 在 这 三 个 点 处 时 zyz 
是 最 小 的 ， 

(1) APE ARSQ Z: P IS MN £ BC, Eh M, NAg ROM RSE (图 14.17)， 
P,a) AABE — ES za p za, MN 上 上 每 一 点 五 ， 对 应 的 二 = xo kbl y a z =2a/3 —- z, mu. 


注意 Wz= (222) - (852) ,可 见 当 |y-z| 越 大 时 yz 的 值 越 小 。 然而, M, 两 点 中 总 有 -- 点 的 u zl 


HE lvo ~ 20 KARM P, 位 于 BC 这 的 万 吉平 分 线 间 侧 , 从 而 点 并 有 此 性 质 )。 因 此 在 时 外 有 yn20 
Bj zz< roza, 

(2) 点 P, 在 线段 QS K. HH BC 的 中 点 , BG = IC =1, FC 分 别 与 4G， AH 382 L, K. BI 
也 通过 并 并 与 AD 相交 于 了 (图 14.18), 再 分 三 种 情况 讨论 ， 





图 14.17 m 14.18 


DH PEKS LAS) 作 PoJ BC， 其 中 点 7 在 4D k. bei P, 与 了 对 应 的 5 相等 而 了 点 对 
应 前 z — >z — p > 0(E32 7 kk 离 垂 直 平 分 线 AH EE), WE, A gz< goza, Hl ayz <E. 

2) P, £ LK A., WBF P, 关于 AH 的 对 称 点 必 在 线段 KT A. Po 与 其 对 称 扎 对 应 的 zyz 值 相等 
但 这 时 对 称 点 已 落 在 A R SQ 内 部 ,所 以 击 ( 二 的 结论 若 zoyozo 不 是 最 小 值 。 

3) P, E QL EIP it Po EPV SAC, REVE BEHE, 
因为 BL gaya AC. V ie P | @ BLER, MELV ARRI z— >t- 
za E y= yo AE re< zz, BEF AREAS PYE CIZ. | 

p L Pru, F TERAH S, Q, R 三 个 点 上 ,到 = 才 取 最 小 值 。 班 在 我 
们 来 计算 yz, RAAR Eo AACD AVIAR: RE =4:1, R AR:SD 
=4, YAASFo AABD,. FLAS:SF =4:3, ESD =w, HAR =4w, 
FQ =m, 所 以 





4 AS _4w+ RE 4m + RS 
S SF  OS+m wiRS' 


由 上 式 解 得 RS = 8w, 即 AR: RS:SD=4:8:1, 
作 R R? | BC, QQ' L BC, SS” LBC, E85 R:, Q', (图 14.19), 则 
RR: BR -45 -3, 





QO sQ 
QQ' _ QC <. -3, 
S57 SC TAR 


即 R R:-9SS:, QQ' = 358, 但 RR'+QQ'+SS'=2Y3., FUER a= BR Cl 273, #1 = 
SS = 2.75, asiy 23. 因此 zz WA MB S zuazi = NV 3. 
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=L 


第 四 音 立体 几何 


$15 四 W 体 


15.1 设 AB 是 四 面体 48CD 中 最 长 的 楼 , 则 有 (图 15.1) 
(AC + AD - AB) + (BC + BD - BA) 
= (AC + CB- AB) + CAD + DE - ABY>0, 
因此 , EA AC + ADAB, 882 BC +DD>B4。 这 就 保证 ， 要 各 AC, 
AD, AB =£), m BC, BD, BA 三 条 楼 能 构成 三 角形 【其 他 三 角形 P 
不 等 式 可 出 楼 AB 的 取 法 得 到 )。 
15.2 在 题目 所 给 的 四 面体 48CD h, 出 余 驴 定 理 ( 见 图 15.1), 有 
2.4B..AC cos Z BAC = AR? + AC: — BC? 
= B° + AD - BD: = 2.4B. AD cos Z BAD, m 15.1 






由 此 得 到 
sign cas Z BAC = sign cos Z BAD, 

BUZ BAC 5 ZBAD E 2 325945, 92 2 38 AAB. HETTE, AMARNA 2 dt S 5 FP IE Ta E 
有 同样 的 结论 。 如果 站 面体 48BCD BS F 15 862 taya, BUU065S is a hp B= fs). sm IRS 
一 个 平面 角 不 是 锐角 ,不 妨 设 它 以 二 类 顶点 , 则 也 44 为 顶点 的 所 有 三 个 平面 角 都 不 是 锐角 。 这 表明 , 四 面体 
中 所 有 其 他 平面 角 都 是 锐角 (因为 每 个 面 至 少 有 两 个 锐角 )。 在 这 种 情况 下 ， 入 有 也-- 定 是 锐角 三 角形 。 

15.3 设 通 过 长 为 4 的 线段 4 是 的 两 个 端点 省 作 一 条 与 4 上 呈 垂直 的 直线 ， MARARARE AHE 
直 , 在 这 两 条 直线 上 分 别 截取 隐 4, DAPRE a WRR, LARREDI At TE29VU ik ni 18 xš, 该 四 
面体 的 每 个 而 的 面积 等 于 


由 定理 87, 知 有 体积 


l ws 
gad. 


因此 ,分 别 具 有 t=3, da2 5 a1, dy= vi ASTORKA REPAR R RSE: 3, 
a a+ 4di= gaok + Adi = 15, 

PERTE. HA 
atd, = 183-./56 = ddy, 
ARH, RANE s Tr yE Pu, 

15.4 设 满 足 题 中 条 件 的 四 面体 存在 。 我 们 证 虹 , AB ERS, W CD S ii. MERAH 
TWA, ZACB 与 ADB 都 是 直角 ,并 且 AACD 或 人 ADC 中 有 一 个 是 直角 , 不 妨 设 为 ZACD( 图 15.2). 
& ZBAC= g, 则 ZABD=g, GW, HZ BAD= gq 可 得 
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AC = AD = AB'tos p, 
但 4 也 是 直角 上 4CDD 的 伴 迪 , 改 不 可 能 . 后 理 , 有 人 CDA= p (否则 由 C4AD 
=p Tj ABs AD, TWHE). 因此 有 
BD- AC = AB ctos p, BC = AD =. AB sinp, 
CD= AD cos p= AB sin g cos o, 
AC = AD sin p= AB sin’ p, 
出 此 可 得 


cos p= Sin? g = ] - cos° p, 





EU: 


e= arc e Í 5 ， 
于 是 ,最 长 的 校 AB 的 长 为 1， 最 短 的 楼 CD 的 长 为 o 
sin p cos p= MCDS p" COS g = (25 LY. 
为 证 阴 这 种 四 面体 是 存在 的 ,只 须 注意 ; 如 果 取 四 面体 ABCD, 使 它 的 禄 为 
cas 5-1. cB- (SAY, cD- BLY, 
且 平 面 角 为 


/BCA= /DCA=90*, LBCD=are cos v = , 


| 
则 AB=1, AD= CB, BD= AC, ZCAB= ZBCD, 


JBS A 4BD= AABC, ACBD= ADAC, 并 且 四 面体 的 四 个 面 都 是 相似 的 。 

15.5 册 于 所 作 的 任意 一 个 平面 都 包含 连接 四 面体 对 楼 中 点 的 线段 之 一 ， 区 所 有 这 些 平面 都 通过 这 
些 钱 惨 的 交点 , 而 这 个 交点 是 在 四 商 体 内 部 的 (定理 R. AE, 所 作 的 六 个 平面 将 整个 空间 分 解 成 共有 公 
共 顶 点 的 多 面 角 。 这 表明 ， 这 些小 四 面体 的 任何 一 个 必定 有 一 个 面 是 属于 原 四 面体 的 一 个 面 区 ， -A 
T, ANEKA ERRER aA AA. 这 是 因为 它 的 两 个 面 一 ' 定 被 通过 它们 的 公 
共 楼 的 平面 互相 分 离 。 这 样 一 采 ， 小 四 面 个 的 外 数 就 等 王 原 四 面体 表面 被 分 成 的 块 数 ， 由 于 原 四 面体 每 个 
面 被 分 成 6 块 (被 它 的 中 线 所 分 )， 整 个 的 块 数 就 是 5X4= HA, 考虑 到 关于 六 个 平面 中 任何 一 个 的 对 称 性 ， 


可 以 得 知 ,所 有 的 小 四 面体 彼此 相等 ， 因 而 每 一 个 的 体积 都 等 于 -到 


15.6 WETERE NM 与 AC 平行 是 相等 ， 从 面 闪 则 -3 KAF 
EE, BUAH KN M.A 是 平行 四 边 形 (图 15.9)。 于 是 有 Skru = anus 
所 以 区 zs= V rara 

类 似 地 ,因为 Saru = 294xp= 29csn 所 以 有 

V rau = ZU rag = 2V roana 
国 为 Sorp = Spop 故 有 F toan” F nanos F, 因此 得 
Vya = V sa z = ZV ioan = V, 

15.7 对 AA'B'C' 所 在 平面 上 任意 一 点 D， 人 41B'C' 总 有 一 条 过 
和 连接 点 号 及 与 之 相对 的 项 点 的 直线 相交 。 为 确定 起 见 , ROELIE 
548 CD 的 交点 ， 而 过 点 口 且 平 行 于 直线 OD HERET R ABC + 
点 DO (15.4). NAERA, BB', CC', DD', OO' 的 平行 性 可 得 ， 
AE AB 与 直线 CD' 交 于 点 0 直线 O0' 与 平面 48C 之 则 的 交角 记 作 
p. WA 


Pen= 村 Saso DDD: sin g DD, .上 S a D sing . 


3 
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同 理 有 
Varor = POV wprer0rs 
其 次 , 设 4 是 直线 44 Ej BE 之 间 的 距离 , 溃 
S,so= 2 AB.OO:sin /00'B = 2 a.OO', 
同 理 ， 


Sarpo = 2 a. OO, 


He 表示 平 而 ABP 与 直线 CC” 之 闻 的 距离 , 则 得 到 
F apos = 3 网 ano :b= 3 S m "b= V renna 








由 此 ， 
f + 
V asen = pg V apoo = 25, V arego =V argcrpr 
这 正 是 所 要 证 明 的 ， 
15.8 iar RUH ABCD 的 体积 , 则 有 
V _A4_AO 04 k,g 
F ozen ÜA, A0 OA " 
同型 有 
r F F n 
"y = R+1, 
QAOD panD Voaso 
由 此 得 到 | 
4 4F 
hR+]=—— — _ — — —— — — = — =14, 
+ F ongo + F gaon + F oaro + panc r 
BB k=3, 


15.9 我 们 证 明 ， 所 有 直线 站 ,Ln 都 过 某 个 间 定 点 0， 而 点 0 
在 过 顶点 4 且 平 行 于 直线 BC 的 直线 上 ， 其 中 NEN， SAE ME 
B K.L, 与 直线 BC ATAP (位 于 射线 CB 上 ,图 15.3)， 则 由 
于 入 KK,BP 5 AKA 相似 ,所 以 


由 入 CP 与 入 LA0 I, 有 
PU _ CL, _, 
OA AL, ` ° 





四 而 
OA=n0Ad- (n- DOA-= PC - P B= BC, 

同 理 可 证 ， 对 于 n€ N, 所 有 直线 L.M, 都 过 某 个 国定 点 Q, Tú 
MN QEpE S 4 B3F4TT CD HAR L. 因此， 对 nENW, 所 有 
平 而 K.L. M, atiq E £h OQ, 

15.10 为 使 过 接点 B, CE5EAACD, AABD AHAT i 
的 两 条 直线 相交 , 其 必要 旦 充分 条 件 是 ， 它 们 在 同一 个 平面 上 。 
而 这 等 价 于 ， .4 和 ACD 的 平分 线 与 楼 AD 交 于 同一 点 
(图 15.6)。 根据 三 角形 平分 线 的 性 质 {定理 TI, 后 一 条 件 当 上 且 
仅 当 
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即 AB.CD= AC. 28D 时 成 立 、 于 是 ,如 果 在 题 中 所 说 的 四 条 直线 交 于 一 点 , MI YZ 82 KERR F. 
及 之 ,如 果 所 说 的 三 个 乘积 相等 , 则 四 条 直线 中 任意 两 条 都 相交 , 且 任 意 三 条 不 直面 。 因 此 所 有 直线 交 寺 演 
一 后， 

15.11 用户 呈 与 了 分别 表示 四 面体 的 体积 ， 表 面积 与 肉 切 球 的 半径 。 在 四 面体 被 平西 截 成 的 两 个 
部 分 中 有 一 个 是 底面 在 该 平面 上 的 棱锥。 用 产 ;， Sr 与 r, 分 别 表示 该 楼 锥 的 体 和 ,侧面 积 与 球 心 在 该 二 面 
上 且 和 全 面相 切 的 球面 的 半径 。 械 锥 的 底面 过 四 面 御 内 切 球 的 球 心 的 必要 旦 更 分 条 件 是 *= ri RAS 


起 
y= l Sr, Pats 
s r, 1 g ifi 
H r= r, 2 FF 
J _ 5 
r Si 
V-V, S-S 
ii Pr S. ° 
PKR HEBH í Fñ HH BE e, 


15.12 设 四 面体 4BCD 的 潮 楼 满足 AC | BD, AD 1 BC. 现在 过 四 面体 的 每 条 楼 作 一 个 平行 于 对 
RHEE, FIZETTE, EIR AET 
Wik AB'UD'A' BC!D (图 15.7), YMAE 
AB'CD' 与 A'BC'D RRR, 因为 它们 的 对 角 线 分 
蜀 平行 于 瓦 相 重 直 的 直线 AC 与 BD, AHE, 平行 
四 边 形 ASDP 与 BCCP 也 是 苏 形 、 因 此 ， 吾 
行 六 面体 中 所 有 楼 长 都 相等 。 最 后 , 从 平行 六 面体 
的 对 称 中 心口 到 四 面体 的 任意 一 条 棱 的 中 点 之 距 
离 等 于 平行 六 面体 的 楼 长 的 一 半 【 的 如 点 马 到 楼 
AB Hh AZERE TEA A E ABC 的 对 
称 中 心 到 边 4B 的 距离 ， 芭 平行 六 面体 中 楼 AD: 
的 长 的 一 半 )， 这 就 证 明了 题 中 的 结论 。 图 15.7 

15.13 ”由 于 三 角形 任意 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ， 所 以 对 题 中 所 给 的 数据 ， 
含有 一 边 长 为 2 的 三 角形 的 其 他 两 边 长 只 能 有 下 面 四 种 情形 ; 

(1) 3, 3; (2) 5, 8; (3) 4 5; (4) 3, 4, 
从 而 , 对 题 册 的 四 面体 ， 雇 名 为 公共 边 的 两 个 侧面 三 角形 的 其 他 两 过 只 能 有 下 
列 三 种 情形 : 

1) (1) 与 (2); 2) (1) 与 (3); 3) (2) 与 (4)， 
下 画 分 情形 讨论 ， 

1) 如 图 15.8 所 示 , AC = BC=3, AD= BD=5, BR 3'+42°= 52, FR 
CD | AC, CD LBC, Am CD 38 TES 4.8C。 由 对 称 性 ， 这 样 的 四 面体 
只 有 一 个 , 其 体积 为 m 15.8 

V = y CD-S s= 3- ENE -1= IvA, 

2) An 15.3 所 示 , 这 样 的 四 面体 有 了 两 个 ( 互 为 镜像 )， 其 体积 为 


F. = Li dapi L DB8.Suo= $ S ana = Fis 
其 中 注意 , AABD 不 是 直角 三 角形 ;所 以 点 品 到 平面 ABC 的 距离 h. <DB, 
11991 











3) 如 图 垣 .让 所 示 ， 这 样 的 四 面体 也 有 两 个 【 瑟 为 镜 


8), HEE 
Fa = 1 haSant t ABS np B i D 
š Š 
à 2 
3 T fn J5 5 pa IKRA DN 
=F yi2- (2) = 11, 2 z , $ - > 
其 让 hs JAAD BPFE ACD 的 距离 ,显然 和 <AB, 
H Pai Ves V | 可 知 ,最 大 的 体积 为 图 15.10 
Pr 82. 


15.14 。 设 正四 面体 他 ; 内 接 于 正四 面体 Te 则 四 面体 T, 的 外 接 球面 8 的 半径 Ri 不 小 于 内 切 于 四 
面体 T; 的 球面 的 半径 mm。 事 实 上 , 作 平 行 于 T, ARESE S 3881085318, 可 以 得 到 一 个 四 面体 7, A 
为 它 与 T; 相似 , 所 以 也 是 正四 面体 ， 它 外 切 于 球面 人 及 包 舍 四 面体 了 。 
因此 ,7 的 内 坊 球 半径 ra = R, 处 小 于 mr。 因 为 内 切 于 主 四 面体 Ti 的 天 
HF r, E T, 的 外 接 球 面 的 半径 R. 的 三 分 之 一 ， 所 也 34ri = Rir, 
HUH48453B TEBH RJ C S8sQ, 

15.15 为 确定 起 见 ， 设 点 村 在 人 AABC B AB F, HBZMDB= o 
{图 15.11), 网] 


Č 


$= c+aeosmgp+bsing, 
记 


d =acosg+bsingo, 





g 
? A a2 y 52 ° 


则 





d= a/u 1 b leos p cos ñ + sin p sin y) = Va? + b? cos p- paŢva + Ë, 

Hha BS e= %@, E 

cos p= 49 = cos z D.A ËB, 
也 有 即 DM AB 时 等 式 成 立 ， 其 次 , 由 平均 信和 定理 (定理 他, 得 到 

S= e+da s Urti h 
其 中 等 式 当 生 仅 当 5=d 时 成 立 ， 这 就 证 明了 所 要 的 不 等 式 

| ECET ETN 

HHSEN AD, BD, CD E 34 BZ fB = AH. MOM AARC Kii CARRERE 
Te . . . , e, 1 .. `... À”, 


[ 1:] 


15.16 首先 征明, 如 果 48 与 CD 分 别 是 长 为 0, bR 
线段 . 它们 之 间 的 西 离 为 q， 夹 角 为 a, WUA B, C, DREA 
的 四 面体 体积 


r< obd sin G, 


事实 上 , 过 48 与 CD 分 别 作 平行 四 边 形 XBEF 5 CDGH, 使 
AF FCD, CH f AB(B8 15.12). $ AC, BH, EG, FD, 构 
成 一 个 平行 六 面体 。 则 四 面体 ABCD 可 袖 为 以 A ABC HKN 
HERH, 其 体积 六 是 平行 六 面体 体积 的 六 分 之 一 。 设 平行 六 男 
体 上 下 两面 之 则 的 高 为 名 则 它 的 体积 为 abh sine, AAH, 





h<d, 所 以 有 m 15.12 
| P = š abh sin <+ abd sin z, 
其 次 , A Ei Blitar a ii 
S np = P ahn > b.ed, 


H h EAABD iH AB p bye MEA 
Seoo> 2 ad, S> d bd, Seco> 3 bd, 


所 以 四 面体 ABCD 的 表面 积 
S= Sag tOn t oaot Spo (q + b)d, 


最 后, RIBA = $ rS， 便 得 到 不 等 式 
re e S < 
15.17 设 点 0 在 四 面体 -48CD 的 内 部 。 APRITE 
线 DO 与 平面 4BC 的 交点 ,Q 表示 直线 BP 与 边 AC t 
点 (图 15.13)， 由 定 现 UAA 
LAOA + ADC 
= /AOB+ /AOQ+ ZQOC 
>Z BOQ + ZQ0C 
= / BOP + ZPOQ+ ZQ0C> ZBOP + Z POC 
= 180° - Z BOD +180° - ZCOD, 





从 而 有 
ZA40B + ZA0C+ ZBOD+ ZC0D>3:0°, Æ lə.13 
辣 理 可 得 
Z AOB + / BOC + /AOD+ ZCOD>3:0°, 
/AOC + /BOC + Z AOD + Z BOD->3:0°. 
Li2Z=4A- 3 tanpu s pi 2, 即 得 所 要 证 明 的 个 等 式 。 


15,18 假设 点 村 关于 四 桓 体 ABCD 的 各 核 的 张 角 的 余弦 都 大 于 -go DREMA A, B,C, D4 


则 没 射线 MA, MB, MC, 村 DD 移动 , 易 知 射线 间 的 夹 角 并 不 改变 ， 因 此 ， 永 妨 设 四 面 休 各 顶点 到 可 的 距 
高 都 相等 且 等 于 L 并 可 设 ABC 是 距 点 凡 最 近 的 界面 ， 且 4D 是 楼 AD, BD CD 中 最 长 的 ， 过 点 加 引 直 
pR TI 4BC， 并 在 该 直线 上 取 点 Dl， 使 得 MD,=1 有 射线 MD, 与 面 ABC 不 相交 (图 15.14). 下 
面 证 明 ADAD. W$ ADAD, 则 AD,> BD, AD,>CD, 因为 M4= MB= MC, BD ZE 
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w Ep 


在 平面 ABC 上 上 的 投影 相等 。， 于 是 进而 有 A= BD = CD, AHE, 
BD > BD, CD: CD, 过 线段 DD, eup AER DD: 的 平面 =, 
因为 MD= MD,, Fr RMzESETI z 上 ， 但 另 一 方面 ， 国 为 4 已 > 
AD, pBEPID N A5 DEYE z 08 m, A BD,> BD, CD,>CD, 
FELA A, B, C, D REFE z BS 8], JAA M FE FIS z E F 
B. RRA, AD ec AD. TE, 

cos Z AMD, cos Z AMD:> - 1 





3" 
HAAD = BD,= CD 所 以 点 可 关于 四 面体 ABCD 的 备 棱 的 张 衣 
的 祭 弦 者 大于. 因为 而 ABC 是 四 面体 ABCD 中 距 点 好 最 近 的 图 15.14 


界面 ,所 以 过 点 可 引 向 平面 ABC AEEA P Y a ABC 外 ,不 穿 过 其 他 的 界面 。 例 如, 如果 这 条 射线 穿 

过 面 BCD REDAN ABC, MAMARE BUD 的 距离 比 点 村 到 界面 ABC 的 距离 小 ， 与 前 面 的 稚 设 季 

E. Ak AMEY ABC 上 的 投影 日 是 和 4BC hihi 且 它 位 于 这 个 三 角形 内 , 这 表明 ， 必 ABC Ki 
AZAR, iZ AMI =a, 则 有 


- 3 < cosa Ü, 


| Sin ONES 
因为 40 K. AABC Hike m 3 z, P 
AO = M Asin AMO -= .sin AMD = sin a, 
设 AB E AABC 中 最 长 的 边 , 则 ê< ZAC B<90", HAERERAA 
AB=2 sin æ sin ACHA. “Š. S= V3 ， 


因此 


cos ZAM B> -4 
KOHERE | | 
AB. 2-2 cos ZAM B<2 -2.(- +)= 3 


这 与 前 而 的 AB> /$ +. ze. 

15.19 TIES, 各 果 点 有 到 楼 长 为 2 的 正四 面体 各 顶点 的 距离 孝 是 整数 | 则 一 定 有 一 -个 外 离 是 0 
{ 共 逆 命 题 无 疑 是 正确 的 1。 注 意 , 如 果 点 好 在 四 面体 的 楼 所 在 直线 上 上， 不妨 设 在 各 再 为 中 点 的 棱 AB HA 
$t, PMH=s, MC=u, 则 有 8320 月 天 + 3y =y, MAM (g-2z)(g+z)=3. Hda. z = 
l. y+2=3, pir- RAS, 点 夺 与 顶点 4 或 下 重合 。 邵 果 点 刘 不 在 土 商 所 说 的 那些 直线 上 ， 则 对 到 
四 面体 各 顶点 的 最 短 距离 z>>0, 而 其 他 的 距离 与 之 差 小 于 2, 也 就 是 说 , 它们 要 么 为 -要 人 么 为 z+1。 现 
在 考虑 四 种 情形 ， | | 

(1) PPR PEBE z, Jen E Hi Ik 0025 x x 6 SUPE RIDER O, BATEN, 故 不 可 
能 ， 

(2) 三 个 距离 为 x， 一 个 为 +1。 为 确定 想见， 设计 A4= B= MC =z， 夺 DD =++1， 并 设 点 0O 是 
A ABC Wie WWM ESE DO F. 

r> AdO = Val 


HII 
[ 498 、 


DM=1+1>2>2/ 2 -DO=DM-MO=r+1- 2-3, 
由 此 得 到 


一- 一 


sab F ah Cu hiaan 
不 可 能 。 | 


(3) 三 个 距离 为 + 1, 一 个 为 x。 与 情形 (2) 类 似 , 可 设 MD=z>1, MA=* MB= MC=x+1>2. 此 
H S Mie 5 & OD 上 且 点 口 不 能 在 村 与 DD 之 间 , 咨 则 有 
z=2f3 + / (z +1)° — >1+z。 
因此 ,点 页 在 射线 OD 上 ,县 
> may 4 
2 $= O0D=OM - KD- / @+1)- gs 


t+1) -t= 1<2V 5， 


也 不 可 能 。 
(4) 两 个 距离 为 7， 男 两 个 为 + 1。 为 确定 起 见 , i MA- MB=x>1, MC= MD-r +122, 注意 ， 
z 夺 1( 前 面 已 证 明 ， 点 村 不 能 在 直线 AB 上 )}。 所 以 XY 滨 2。 设 点 忆 与 下 分别 是 线段 4B 与 CD 的 中 点 此 
时 点 村 在 射线 El 上, 且 
NF= sirli v3 v2 = EF, 
成 而 有 f 
a rD vr -l= MF- ME=EF<./2, 
但 因 当 1<zEN Hh, 
VTtriP -1l- vr-l< v2, 
所 以 也 不 可 能 。 
于 是 , 结论 完全 得 证 ， 
15.20 用 矿 与 5 表示 四 面体 的 体积 与 表面 积 ， 用 S, 表示 第 了 个 面 的 面积 ， 这 个 面 上 对 应 的 四 面体 
的 高 为 ho 旁 尤 球面 半径 为 rr， 由 定理 88 的 两 个 公式 , 有 
BE = hiS = rt = 一 站 让， 
EE, 对 其 他 和 的 i 有 
3F = hbi r (S -25), 





因此 ， 
1 1 1 L_ 1 ç_ E _ _ 
T Y r; ta ay (S 25 + Š 2S, + S 2S,+ Š 2Sa) 
252 AM l,.1. 1.1 
= = (S +S,+8S,+S2 G ttet) 
即 等 式 成 芯 。 


15.21 在 四 面体 AAA 中 ， 用 如 表示 由 顶点 A 引出 的 高 ，S; 为 顶 肯 出 所 对 的 那个 机 的 面积 ， 
dy, dy, da 和 只， Po p: 分别 是 酚 AAs -A143， 和 41 与 它们 的 对 楼 之 间 的 距离 和 夹 角 ，Q1, Q QER 
它们 的 对 楼 为 两 条 对 角 线 了 交角 为 加， Po b; 的 二 个 平行 四边 形 的 面积 , Co pr 
p 表示 关于 楼 Adn AA. AA, 的 二 面 角 , 则 由 定理 87; 四 面体 钓 体积 


F= $ h;S = £ AA. A.A... di Sin ji = 3 d,Q,, 


#Hi=1,2,3, 4:k=1, 2, 3。 其 次 ,由 定理 90, 有 
S, = Si cos g: + Š> COS gy + Š COS pa, 


最 后 , 还 有 
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S24 S2- 2S,S, cos p, = Q, 
土 式 可 证 如 下 ; 作 一 个 与 楼 4, As EAEE, EI a, b, c 分 别 是 楼 A.A, Aola, A.A, E FLR 
影 的 长 ， 捐 据 余 纺 定 理 , 有 


at + b? — Zab cos 六] 二 


+sNia nata (- 5 】， 就 得 到 所 要 的 等 式 中 兴 = 工时 的 情形 。 当 k= 2, 3 时 , EBE PAR. +J 


得 到 
人 人 39 二 03 g. + SI OOS pa) 








=51 +++, 
从 而 
1 1 1 i Q Q 
r r gy: t gp * 92 
g is sos L 1 1 l 
r+ 
这 就 是 所 村 证 明 的 。 


15,22 H Š, L, M, N ¿Rae ih AB, BC, CD, DA SERI BSD (图 15.15). Ask Db O1E— 
条 直线 1 BUT IE y K LMN ARER., SHEA T SPO K K, L, 
M, N 的 四 个 平面 和 正方 形 KLMN 所 在 的 平面 物 成 相等 的 二 面 角 。 这 
表 哩 , 它们 万 么 与 直线 1 YT, SZ 3 TES LEDAS, EARE 
下 ， 它 们 构成 了 岂 仿 为 半点 的 正 风 楼 锥 ， 它 以 正方 形 KLMN 为 底面 ,以 
SK, SL, SM, SN Nb. HA AB, BC, CD, DA 在 这 四 棱锥 相 
应 的 侧面 上 , 所 以 点 A, B, C, D EE Dyis E, BF AASB: ABSC, 
ACSD, ADSA Hatha SK, SL, SM, SN 相等 ， 所 以 AASB, 
ABSC, ACSD 与 ADSA 全 等 ,从 而 

SA= SC, SHB- SD, AK = CL= CM = AN, 
HRR AC 也 与 球面 相 切 , 则 
AC= AK+CL=2AK. 

ETHE 入 ASC 与 A BSD 相似， 所 以 田 三 角形 角 平 分 线 的 性 质 (定理 
T). 有 





BD _ SB _ KB 
AC TSA UAR 


AAi 


= C KB- 
BD= Te KB= 2EB. 


EJ HHR I bi BD mi a P, A OP =< OK (因为 其 有 公共 做 这 BQ 的 ABOP 与 ABOK BS hin 
BP 5 BK 相等 ), 即 楼 BD 与 球面 相 切 于 点 P. 最后， 如 杂项 庶 的 四 个 切 平 夯 痢 洋行 于 坦 线 上 WES 
正方 形 KLMN Fr ze 03 ei 668 h ispk TEDE, BEL K, L, M, N ARADATE. ARAA 
F, AK=KRB=BL=LC=CM= MD= DR= 放 4， 它 的 中 心口 与 正方 落 KLMN ahbg, Eag 
AC 与 BC 的 距离 机 等 ， 这 表明 , 球面 只 能 同时 与 这 两 条 楼 相 切 。 s 

15.23 mumi ABCD jh- O, 半径 为 下 的 球面 ， 

_a=04， b= OH, e= - OC, a= OD; 
对 空间 中 任意 一 点 X, i == x m 
dsb aede R? 

其 中 间 量 x 与 自封 的 数量 积 x*x 记 作 a, [829 a L QA, FEF a LAXME a` {x -a) =0, BD az 
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= R°, Ma 平面 A, Y, ó 上 的 点 下 分 别 满足 百 ,x= R2, c.x= R2, d.x = R’, HE, SESI S 
的 数 4 n, 方程 
(Aa+ Bb) .x= (A + n) R2 
给 出 了 一 个 过 平面 a 上 与 8 的 交 线 上 的 平 商 { 因 为 da + 45 夺 0, HIHER X El, H asx = b.x= R), 55k, 
对 空间 中 任意 一 点 误 也 窑 在 一 对 不 同时 为 符 的 数 交 ， z, 使 得 
A(a.x — RI + pbx— R) = 0, 
即 适当 选取 由 与 x4， 可 使 相应 的 平面 过 点 X, BEER CD 与 直线 上 共 面 的 必要 县 充分 条件 是 关于 未 知 
数 4 与 4 的 方程 组 
Afarc— FJ + u{b-e- R25 = 0, 
hea- R? + aftad- R2) = Ü 
AIEE, RA . 
(arc - R2)(p+e - R?) = (a-d - R3) (bc - R°), 
EERE, 平面 7 与 和 的 交 钱 和 直线 AB REGERAR 
{era— R3y(d-5 — RD) = (e. b- Rida- R’), 
因为 上 测 坦 到 的 两 个 条 件 是 舌 价 的 , 所 以 题 中 结论 得 证 ， 
15.24 ABRIL O NP B kg r 的 球面 了 与 球面 Sr Sr Se S 都 外 切 的 情形 ， 设 球 丙 31， 
Š, Sa, S 的 半径 分 别 I5 Tis fas Ter re IRH Si, S2, S 两 两 外 切 的 切 点 B, 
C, D YIEE A,A, A,.A,, A,A, F. WA A B= AAD= ri AB AC = ry, 
4C = AD = ran 而 面 A, A, A, LEA O Y Ek a BL 3 18 h 五 的 球面 心 所 得 的 截 
E PCD 是 人 A1d;4 HAHN, CE Ard A,A, Ardi EB) 59025 
PF, C, Pi 15.16), Am A B: = AD, AB AC ACAD, BA 
AB Aat dh Ards, | 





同样 ， 


t- i l AB's Aado + AA dah -Arda 


RBM P REAA 的 内 点 ;所 以 了 和 P 重合 ， 同 理 ，C 和 也 分 别 与 C 和 D' ES, RR, $H Si 
S>, Sa, S, 两 两 外 切 的 切 点 与 球面 如 和 阁楼 的 切 点 分 别 重 合 。 过 点 A, 
AMORE (W 15.f., 08 是 球面 S, 和 S; WAR A OBR, 
则 由 切割 线 定理 (定理 73)， 有 R*=r(r+ri)=r(r+ r). 由 此 得 到 ， 
fi1= 19。 间 理 可 得 ,fi= ra= ram ra AT 
A, 4, = A = AAs = A = 21, 1, 一 Aydi, 
即 间 面体 AAA PENi, ETEF 5SH SI, So Ss 54 部 内 
切 的 情形 , 证 明 是 相仿 的 。 
15.25 设 4BCD 是 四 面体 , 作 它 的 外 接 球面 了 。 过 顶点 4 作 S 的 直 

BAP, 这 里 点 P 是 连 科 顶 点 A 与 外 接 球 面 5 的 球 心 〇 的 线 相 的 延长 线 与 Wm 15.17 

AMESRIR S 022 B. BT AP ESHER EAB, C, DRES k, WE 

ZABP a ACP- ZADP= Ë Fo 

HMS P sisa BEATE AB 的 平面 上 , 同样 也 在 过 点 C HEATA AC 的 平面 上 ， 以 及 在 过 点 五 县 
EK Fk AD 的 平面 上 ， 从 而 ,过 点 B, C, DAHER AB, AC, AD 的 性 直 平 面 ， 这 三 个 平面 的 交点 与 
MARRARA 四 面体 ABCD BHEE APSA B, C, 口 之 一 重合 时 ,这 一 结论 仍 成 立 )。 
FE, SAE ABCD, ABCD, ABCD 的 外 接 球面 Si, Ss, S, BAB S p pi A E, ME, 
E; TA As An 让 :在 同一 直线 上 ; MU, XA, A, ARARA, =A MES S., S,, Ss 重合 ， 


p 1980} | 





即 三 个 外 接 球面 的 交集 是 一 个 球面 ; 5 A, An A 不 全 重合 ,而 且 点 也 在 直线 1 上 时 ， 三 个 外 接 球面 的 
交集 即 是 点 已 构成 的 集合 ; 当 Ar An MAERA, RAETERA! 上 时 ， 设 点 到 直线 I KEES 
Q, ZMEREN TEEN EO JERON MEERES REETER 1 的 平面 上 。 


$16 多 面体 ,球面 和 其 他 集合 
16.1 用 z 表 示 立 方 体 的 校长 , 则 是 中 所 说 的 体积 差 为 


abe — zi, 4 Gerea 时 ， 
f(x) = abe + (z ~ a)r? az3, 当 q ya 时 ， 
T) =t t4 ope z) ~ abr, 4 basce 时 ， 
zv abc, 当 c< z hr, 
注意 , 当 z2>0 BF, 函数 A(x) 是 连续 的 , 且 它 的 导数 为 


- Jr, 当 Ü< ra f, 
,| 3x — tor, 当 a< rb 时 ， 
F) = 3r” -208,. H bz e W, 
32 H >e Hj. 
因此 , 4 Ü<z<a ph, 8 9 E Si ab BP. MEARAN, ERE (s, o) L, EA 
Jri — trat- dab 0, 
umaci, OLEI E AROLE a 处 有 极 小 值 。 于 是 ， 函 数 f(T) 的 


最 小 值 要 么 在 =b 处 到 到 ( 当 bs<- 等 a). = 要 么 在 z= -等 处 取 到 ( 当 > 时 从 而 所 求 的 x 为 


min fo, AE, 

16.2 长方体 在 水 平面 上 的 投影 是 六 这 形 , 设 为 ABCDEF (M 
16,1) 。 因 为 长 方 体 每 个 刷 面 在 水 平面 上 的 投影 都 是 平行 四 边 形 ， 所 
DA ACE 的 面积 是 整个 长 方 体 投影 面积 的 一 半 ， 设 AACE 是 长 方 
体内 AFCE 的 投影 ， 则 A ACE: 在 空间 中 择 放 的 位 置 完全 确定 
了 长 方 体 在 空间 中 的 位 置 ， 其 投影 各 4CE 的 面积 完全 确定 了 长 方 体 
在 水 平面 的 换 影 面积 ， 由 定 班 90, 有 

Sion = =S arerp COS O, 
Mhp E A.A7CE: REPAS KTE., BA, 要 使 得 长方体 
的 投影 面积 最 大 , EH Saor 最 大 , 因而 必须 有 cos p=1, R ps0, 2 
表明 , 当 长 方 体 中 的 A.A'C'E' 所 在 平面 与 水 平面 平行 对， 长方体 的 投影 
面积 达到 最 大 ， 

16.3 HERBATE AAAA AAAA 的 中 心口 作 和 至 吉 于 对 角 
RAA 的 平面 (图 16.2)， 它 分 别 过 楼 414. AA: A,A, 中 B,, 


B,, Ba, BAA Bi, By, B, 到 顶点 A 与 的 距离 相等 ,都 是 x . ËH 
+ B.G = B,O = B80, Ff 
B.B, = B.B. = B B= a>. _ 图 16.2 
所 以 , ERE 4181828 E. 必 吕 : 瑟 ;它们 设 有 公共 内 点 ) 各 含有 一 个 正四 面体 , 其 高 为 
“a= A0=40, 
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TARH AHB B 与 ABBA, 关 于 中 心口 是 位 做 的 。 最 后 ， 所 求 的 正四 面体 分 别 在 四 面体 A.B B: B: 
与 才 开 可 本 的 内 部 , 它们 关于 其 中 心 是 位 似 的 , 其 位 似 系数 为 
y 1, 





而 高 为 V/ a, MRENA o. 


16.4 W 16.3 中 六 面体 -ABCDE 的 内 切 球 的 半径 是 等 边 入 BCD 的 
hb O 2-4 ABD HESKOR, 而 DR 又 是 直角 AAOM 的 斜 边 AM 





上 的 高 。 所 所， 
_ AO x OM 
yf =Í OR = 一 -了 和 一。 
{E 
_ “3 _ Š 
AM “y a, OM = gh 
因此 | 
AQ = x Ë o, 
所 以， I 


另 一 方面 ,在 图 16.4 中 正信 面体 ABCD ËF: 的 内 切 球 的 半径 m EE 
方形 CD'E' 的 中 心 0' 到 一 个 面 ABC AER KOR. TOR 
是 直角 AA'O'M WEA AM 上 的 高 ,所 内， 
r op AOM 
sO R == p 


B u 
AM =S o, O'M'=S, a he4 
从 而 SOY a, 
于 是 r=. 
所 以， Toeh, 


由 于 2 和 3 EE, SJ) m= 2, n=3, JAWI m=6， 

16.5 考 虚 一 个 具有 指定 点 Arn An An À, 2 pA 000808, WRIA CAA Pi S ss 
合 , 其 中 一 个 是 过 个 同型 区 域 之 并 ， 每 个 区 域 都 是 由 一 个 依附 于 
四 商 体 的 某 个 天 点 并 且 关 于 这 个 顶点 与 四 面体 对 称 的 三 面 角 组 
成 的 。 邵 果 点 As 在 其 中 一 个 , 设 为 依附 于 顶点 A 的 区 域内 ,， HU 
W A.A, 一 定 与 AAA 相交 (BE 16.3)。 面 男 一 个 集合 是 
6 个 局 型 区 球 之 并 ,每 个 区 域 是 关于 四 面体 某 条 校 的 二 面 角 和 它 
的 对 楼 的 二 而 角 关 于 对 楼 对 称 的 二 面 角 之 变 。 如 打点 A; ZE th 
一 个 , 设 为 相应 于 楼 A,A URRA, MEA Adh 5 AAsA.As 
相交 (加 16.4), | | 

16.6 设 题 中 结论 不 真 ， 则 任意 一 个 平面 于 多 与 其 中 3 个 m 16.5 
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集合 相交 ， 在 不 高 的 集合 由 各 取 -- 点 , 记 为 A, B, C, D,E, WAFER 
4 点 不 共 面 , 因而 其 中 任意 3 点 不 共 线 , 而 昌 可 过 其 中 3 点 作 一 平面 , 使 得 
其 他 责 点 分 黑 不 同 的 半空 间 { 平 而 ABC, ABD, ABE 之 一 就 具有 这 种 性 
质 )。 设 这 个 平面 过 4, B, C 三 点 , 则 它 与 得 线 DE 的 交点 下 属于 各 含 点 
A, B, C 的 三 个 全 台中 的 一 个 ， 设 属于 售 点 过 的 集合 ， 于 是 过 点 也 ,五 ， 
F, B 的 平面 至 少 与 4 个 集合 相交 , 子午。 结论 证 毕 . 

16.7 没 题 中 结论 不 真 ， 空 他 被 划分 为 3 个 集合 冲 ， 末 ,, M,, H 
且 存 在 这 样 的 正 数 hK, EFi, 2 3, Ra M. 中 任意 两 点 图 146.6 
间 的 距离 都 不 等 于 a:。 考 虚 四 面体 48CD， 它 的 楼 长 为 4B=m, AC = BC =a,, AD= BD= CD=a, (这 
样 的 四 面体 是 存在 的 ， 因为 具有 所 说 的 边 长 的 等 胜 锐 角 AABE 的 外 接 辆 耐心 口 在 三 角形 内 部 ， 这 表明 
QA=OB=OC<a sa, FETHA REEF Wg ABC 的 直线 上 一 定 存在 所 固 的 点 D. 并 用 满足 

A B CM, H. A, Be M... 

为 此 只 需 使 顶点 了 在 M; {如果 M = Z, WARE A B, CM), 并 使 顶点 CC 在 于 > 8, HEACHD 
的 距离 为 aa{ 如 果 这 桩 的 点 不 存在 ， 则 自然 有 A, Bë M). TESA, 4, BEM HAB=0, 4805 
盾 。 题 中 结论 证 毕 ， 

16.8 A A Rn AHA TIRENI n $H es (er, sz =, 6) RSS, EF ae {一 1, 1}, i= 1, 
2, e n, 并 记 





m, = Z Pano 
£1 


其 中 z € À,, Ba, s a, 是 任意 | 向 量 。 MEH ne N 用 归纳 法 证 期; 
Eo a, 
B£ An k=1 


当 n = 1 Wi, AA 


1 
af=al+(-a) -2 21D af, 
ted 点 = 了 


所 以 等 式 成 立 。 谈 等 式 对 某 个 4-] EN 成 立 ， 如 时 在 # 数组 8= (el H Bni E) 中 ， 记 人 -1 数组 a= 
(Es v" én-1)， 并 且 记 
a, = 号 站 
则 由 王 对 任意 两 信 府 量 二 与 由 平行 四 边 形 法 出 ,有 
(b +e)? + (b — c)? = 282 + 262, 
所 以 进而 有 
ee 


-2.2-1 SY af 40.01 = S at 
k= 1 k=1 


这 正 是 所 要 证 明 的 。 

16.9 EAR CI 与 题 中 所 说 的 平面 稻 交 于 点 芋 ， 而 
AC 5 D B RC E Dirik E im kR ( 16.7), HF 
CC'sDD: =$, ZCEC' ADED'"， 所 以 直角 ACC'E 
与 ADDE £, Mm OE 是 肖 角 入 C'OD' 的 中 线 ， 由 此 
得 到 ,CD'=20E =2r, 因此 

CD=2VO OH OE VA ioe, 
击 点 蕊 是 以 点 4 六 中 点 .长 为 和 的 线段 上 的 任意 一 点 ， 

16.10 过 点 .4, B RRES HRG tm. MR m 16.7 
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m S WI8RL1 41 0 AE ERA nar 县 与 直线 AB R 
切 询 圆 忆 。 设 OH 5 OK sy H s É T E @% AB 55 OC (图 
16.8), i AB=2a, OF = h, WE 
AC? 4 BC? = (a + HC32+ (a - HCY 

=2a 4 2F1 C! 

=2( 23 -OF + 2(00: - O, K 

=2( R: W) +2(r2- (r, By’) 

=2 R? -4h -+ dhr 

=2R? -+ ri- (2k- r aR r, 

16.11 过 点 毛 作 一 条 垂直 于 平面 ABC 的 直线 4， 则 与 球 
面 $ 相 切 的 球面 的 球 心 O, 与 O, 位 于 与 点 A, B, C 等 距离 的 点 组 成 
的 直线 了 上, RAR, 直线 | 5 d ET. RA 是 4 关于 直线 上 的 对 称 
点 ,如 是 直线 OA! 与 上 的 交点 【图 18. 多。 点 A(2 58 Ar) 局 时 在 两 
个 球面 上 ,所 避 Od= md= 关 。 由 球面 相 切 的 条 件 , 有 O O = R 
-r O,Q = R - ry, 因而 
O,Q + O LA= R = O,O + O. A. 
下 面 证 朋 ; 点 O, 与 Ü, TA D E AHARb), SE, 固定 点 O, 使 得 
OO +O,.A= R, MARE O, 是 点 O ATADIR A MAA 
O,Q +O,A= O. 4A+ OO = R, 
其 次 , 对 直线 1 上 介 于 点 呈 与 O, 之 疗 的 任意 一 点 O; 有 W 16.9 
O -+ 04 = OO + OLA OQ +O, A! = 00 + O, A= F 

{因为 内 三 角形 的 局 长 小 于 外 三 角形 的 周 长 ), MHETRE DO 在 点 口 一 侧 延 长 线 上 的 任意 一 点 04, 局 
理 有 





OO + OAS>R, 
同样 , 位 细 考 察 射 线 DO, 上 的 点 , 则 得 到 
R -y =O O = OQ.A=r., 
AWA ntn: K, R, 

16.12 TER S -ABCD ip 16.10 ER, PRF = d 
HEFrAR ABCD HHA AC, BERAS, A, B, C, DEH z EAR 
影 分 别 为 点 5 A, Br, C, Dr, EMES- ABCD TEE r LRE p š 
HEA P, AAYE SBD 垂直 于 4C， 所 以 点 3 Br, D, O! WEE E 6.0 
AiC7 即 AC) 的 中 型 线 上 ,有 目 ABCD pE Ze.) mo = 
OR cos a= v2 ens z, OM =hsing, BON eB, BH h sinag à 
x cosa ih S" RARE A PCD 上 ,因此 ,投影 图 形 P' 的 面积 Se 为 

Ñ p, = Aap GPL: S U pop COS g = 4 cos z, 
所 以 投影 面积 Sr 在 a= 0 PER ZJ K 48 4: 4 0S 0B, Bi 
h sin zT>2 cos a cac — Pe 
时 ~ 


Sr = Saprer 十 Ñ amas = Zcos w + > A 2 .2 sin aà 





= Whi+d sin(a+ g), 


其 中 ü ` tg p= 


Ú 2991 


Tt 


所 以 当 a= 可 
时 ,投影 面积 Sr, MIRRATA. BE, W >. s, VITA, Ai 4 havi, Sr 的 最 
Kt 216 4, 此 时 取 a=- p 5 AKV 6 BF, Se 的 最 大 值 为 4 此 时 到 a=0. 
16.13 引进 一 些 补充 记号 ;Q-- 底 面积 , ji 一 棱锥 的 高 , * 一 底面 与 侧面 张 成 的 一 面 集 的 余弦 ，o-- 底 过 
的 长 , r 一 底面 的 内 切 图 半径 , 则 有 
a=2r tg 180° ; Q =n. r= g E, 
Q 


t= r tg(are cos r) = rv — z2, 1 s-Q+ PE 
T 








由 此 得 到 s 
ETSE 
N 180 | ` BT T’ 
" 
=l -T a), 
Hh f(x) ia, 


(1) 我 们 有 
jr l -3r 
PO arava 


因此 当 z< BF, P'(a)>0, 4 r>y M f'(2) <0, 所 以 函数 f(z) 在 zE (0, 了 中 的 最 大 信 为 


1、 ww 
Hal 2 
于 是 , 所 求 的 体积 
pr _ S 


(2) 从 上 上 述 关 于 六 ,5， m z 的 各 关系 式 中 代入 n, S, 的 值 ,得 到 关于 x 的 方 和 


vrtl-r) _ 2 
l+gy 0 9' 


TARJ 2, = 与 x; = . Eit, Q. =8, Q. = 14, 从 而 Pa = 2, r. =4, 于 是 ct=2w Z, hi =24 J. 
(to = 8, h, = 3, 

16.14 用 站 卖 示 楼 柱 的 高 ， 则 在 四 面 性 
AA... 中 【图 16.12), D- AE- A rj Aris /# 
A.A, 所 以 对 楼 Ada 与 Anrin ZARA 

Z Agia = -$ 240A; 
' 180° . 


n 7 


RP O E 多 H JE A,....A,, 的 中 心 ， 楼 A,A, 与 1 





A, f. 之 同 的 距离 为 有 而 它们 的 长 为 


AA, = 2 sin 180! o 


Ad =2R sin 一 一 -， 
因此 所 说 的 四 面体 体积 沟 
180: = 2 pasin 180" ,189° 
3 t 


£ Arda An Akash Sin “iy Sin” 一 


荔 一 方面 , 如 果 旭 是 直线 4 必 :: SER AAA 之 间 的 夹 角 , 则 同样 有 体积 


l , 
3 S darana iial sin g, 


其 中 
Arn sAN + {Ai nel? = VALAR" u 


Sadaainn = idar AT. H 
-了 .2R sin Ir + [2 Ros 180° SE 
2 n 


2n 
这 里 Andi AAAA 的 高 。 于 是 , 得 到 
2 R tA sin J80" si n? 1300. 





—— — — 一 


=l R sin 80 yE +AR? cost. 180 wh AR? sin g, 
3 n 2" 





因此 
16 Rš: cost ——— 。 _L 
sin p =2 R sin 180° (+ an 4R? cost lo + 4R? ) f 
O R 2n 
于 是 , 当 
a 18 Ri teost EE e pinoa 180 
k +— p 2 16 R‘ ¿os Er 
取 等 号 , 即 | 
15 F cost 1 
了 =- T". 
局 ' 
tB Fl 


k=2R cos BU 
zn" 


Bf, sin p 取 到 最 天 值 . 这 正 是 所 要 证 明 的 。 

16.15 ARE S.A... A. S s Si MAS EBR FOR OSTA A. An e 4 是 等 
ERI. EEK CEZIJ Ar ee, A. 的 外 接 回 的 圆心。 由于 对 每 个 各 = 1, 2，…， n SOA Ari 
ATE SQ 能 二 面 角 的 平分 平面 是 对 称 的 , 其 由 A, = 二。 MUETTE SA 与 S.A... 的 二 面 角 等 于 
届 一 数值 px、 因为 由 条 件 

Pi + Ys = > + ps = = Pai + Pr = Da + Pis 
K n ERS, Br LJ 
1= pam. E Pr = Pa = = = Paois 
由 此 得到， 所 有 的 楼 锥 SO.4di,i 83 2 B (32 tE SAR 358356 se 
关于 其 公共 界面 对 称 ), HARANA LAA 也 是 相等 的 。 因 而 
A... A, 是 正 多 边 形 . 

16.46 A-a SE SP- 5È = (Bl 16. 16.13), 则 40D=BC= 4 

e—b, SD- SAY AD a+e 8, 并且 如果 55= za, 则 1 
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SR = (1 -z)e, 
SP-SA+zAD-a+z(e=5), 
QR -SR -SQ=(1- z)c —za, 
QOP=SP-SQ=- (1-z)a+z(e- 5), 
FUF T, HR QR = QP 都 不 平行 (从 它们 关于 a, 二 ,的 表达 式 司 知 ， 它 们 不 共 面 )， 因 为 点 虹 在 
jiLARN B3E4T-3FTB a FEE UETA u, 使 得 
SM=5N+ OR + LOP 


_ 1 
-了 


= (2 -和 + 人-2) )e+ (一 ~ ur ) + (L+A(L- z} + uze, 


(SC+SD)+2((1-z)e-za)+ a(l- 1}a+ r(e -5)) 


因此 , SMEER SB 上 的 必要 且 充 分 条 件 是 SM =yb, Bl 
2 _ z+ n (1-z)=0, 
1+4á(1-z)+ gz = 0, 
上 述 方 程 组 对 任 阁 + 有 解 , 其 解 为 
ztl 1- 9-2 
Ë” Dar 2x + 1) ' P (2z;-2r + Í)" 
Frp dr? -dr + 2 = (22-1) + 120, Wik TAAR z EHE, PRH y EE, 也 只 能 是 


_ l r(r+1) 
V= at Or)" 
BAER HEDRE j 458, AiE 
{dy + Lj? — (dy + 3}r + (2 + 1) = 0 
FAKAT, ARR 
(dy +3)? -4(4y + 1) (2y +1) = — 162 +520, 

于 是 ,所 求 的 信 y 充 满 整个 区 同 | -4 E]. 

16.17 设 原 棱 台 中 较 大 底面 M 的 面积 为 931, RAA M: 的 面积 为 $*， 册 原 棱 台 截 出 的 两 个 棱 台 
的 公共 底面 村 的 面积 为 S34， 延长 棱 台 的 个 楼 到 它们 的 实 点 了 了， 并 用 Pi 
P, 与 分别 表 示 以 了 为 顶点 ,种 1， 与 M, AmI Rgb.) 
REM 与 M, 关于 点 了 的 位 似 关 系 可 局 转化 党 棱锥 P, Es Po 55 Pš J) pk 
面 之 间 的 位 似 关 系 。 了 同样, 底面 M, 与 M. 的 位 似 关系 也 可 转化 为 配 锥 P. 
与 P, 的 内 切 球面 之 闻 的 榨 亿 关系 。 因 此, EHE Pi Pa P, 的 肉 切 球面 
半径 R i, Ra R 之 则 与 侧 商 和 Q, Qe Q, 之 问 分 别 有 如 下 的 比例 关 
系 


Q _ S; _ 
GC S R 
一 方面 , 8 E P, 的 体积 等 于 
1 . 
Ë R (Q+ Sa) m í6.14 
男 一 方面 , 因为 半径 为 R, RETRE PEATA MEEF 
3 K, (Q, - 5). 
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At 
Ra (Qir Sa) = R (Q, - Se), 

















从 而 
QS - F - = YR, 4%, 
Q, + S> K. RiR wR, YH 
BH 
(Q, - 5) /Sd1 = (Q. + S) YS 
于 是 得 到 
Q, ASit ZŠ, 
Sr PSAS 
最 后 有 
S= Qi- Qe- (SS) = SL eS S) 


tS, SS, 
= ws VS SSI+ HSD 
X Ee PTE EHR AS, 
16.18 (1) 我 们 证 明 , 如 果 点 dis da, es 4, EAO PR. D, 半径 为 1 的 球面 上 , 使 得 其 中 任意 
两 点 A... (i 二 门 之 间 的 距离 不 小 于 v2, 则 rt6。 事 实 上 ,如 果 #>6, MERRE A 
(AA = 2 -2 cos AO4,22, 
Hit, L4A:04;>90°, 即 D41'04s<0， 在 空间 中 以 为 原点 并 接 如 下 方式 选取 直角 坐标 系 ， 首 先 注意 ， 
向 量 OA, 中 一 定 有 三 个 向 量 不 共 面 , 否则, 所 有 n>4 个 向 量 都 在 同一 个 平面 上 ,于 是 一 定 有 一 对 向 量 张 成 
一 个 锐角 ,天 可 能 。 不 妨 设 OA, O04;， OAREN. WHR OA HOX 轴 ， 使 点 A 的 模 从 标 为 1， 其 
次 取 OY 轴 , 使 得 点 A; 在 XOY 平面 上 ,并且 它 的 纵 坐 标 是 正 的 。 最 后 取 02 轴 ， 使 点 .4s 的 竖 坐 标 是 正 
的 ， 用 (ze yo a) RIA A 的 坐标 , 则 | 
OA, = (1, 0, 0), 04;= (z; Y2, O), OA,= (Zx Ys: 23); 
其 中 y 2>0, zz>0, HEHA t> 1, 有 
OA. ÖA = r =Ü. 
其 次 , 对 所 有 22, 有 
| OA, -ÖA = zzy + u: 0, 
+=, AA ngi, n0, ,>0, Anah, Ra 对 所 有 3, B 
O404, = mira + 1 Us + ees, 


TA, EA <0, z, <0, g,<0, u,<0, 2220, 所 以 二 过 0。 在 四 个 商量 OA, O4,, Od, OA: ih BA 88 
个 , 它们 所 有 的 坐标 痢 是 负数 ， 这 表明 , 它们 的 数量 积 是 正 的 , 因 
此 <6。 因 为 坐标 分 别 为 
(+1, 0, 0), (0, +1, 0), (0, 0, +1) 

的 六 个 点 确实 满足 题 中 条 件 , 所 以 最 大 点 数 为 6。 

(2) FEES, ARA 41, A, e, A, 在 半径 为 1 的 球面 
上 ,任意 两 点 A, 4s(i 守 门 之 间 的 距离 大 于 V2, 则 naa, 事实 
上 , ME n>, MOA 04<0 MO) 中 取 直 角球 标 系 ， 则 当 
n>3 W, BP z<0, n<, z<0, BGD 40 E SUN TE 
的 ， 这 就 证 明 ns<4。 由 于 一 个 内 接 于 球面 的 正四 别 体 的 顶点 油 
R(2)rh 32. 所 以 最 大 点 数 为 4。 

16.19 ZORRO, O 是 图 C. 的 圆心 , f=0, 1, 2, oem 
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A 是 射线 OO, SRS R B REE Co 与 C WU, jue = ZAOB, 则 由 
OB =04,=04,=1, 
站 有 -总 再 = 六 
700,8 = /00,8 =90°, 
有 sin p 5r, A.A. = 2r (E 16.15). EERE OAA 中 ， 关 于 顶点 口 的 平面 角 为 28, F OA, 


EU, m AH 是 垂直 于 楼 OA MER N 





AH = AF = sin 2g = 2 sin p cos g = 2r yl ri 


其 次 有 
Ar, = A.A = AA. = 23 Hsin — 180" = 4r,../1 -ri sia BY, 
从 而 
2 1 | E 1, 

Bit 

. 1⁄0 _ l ~、l1 

Siti =- = 2y T-T >a ， 
Rl ?<B( 下 式 入 可 由 襄 下 事实 得 到 , 对 于 侧 被 O.A, Ba TE fi 
/A HA, H 
ATH BEJEEIEI Bu B A Ah = (0°). WA n=2, 3, 4,5, 有 
1 
r, = y! -— anz. e 
4 siget 


16.20 WTHR AC 与 AP EATA OA, 所 以 ， 
LC AB REEDITA CS BURR OA 的 面 组 成 的 二 面 角 
的 平面 角 (图 16.16)， 同 样 ，AD'A4B! 是 出 分 别 过 点 了 与 BEI 
及 楼 OA 的 平 百 组 成 的 二 面 角 的 平面 角 。 因 为 所 说 的 二 面 角 关 
TAR OB 是 对 称 的 (直线 OA 5 pOH ACDA) Pq 
HEP. KAHR, 它们 的 平面 和 

0AB'= ZD'AB:, 

16.21 设 点 CC 与 C 匡 于 韶 福 体 的 中 心口 是 对 称 的 (El 
16.17)。 和 如 果 三 而 而 如 4BC 2:48 OA, OB, OC 的 二 面 角 依 
次 为 B, Y, MERMA OABC 关于 楼 QA, OB, OC 的 二 而 第 依次 为 180* 
-ea，180" -8,7, TIDER AB JARKANA AARE OAD 关于 
p: OD pa THB B932 EEN M H O.ADC' 中 关于 楼 Cd 与 OC 的 
THAT. HR, 在 楼 稚 OBDC':' h, 基于 楼 OB 与 OC” bJ BB r ESE, 
EH, 





(180° - a) + (180° - 0) =”, 
Bl 
+B +Y 3.0. 
证 毕 ， | 
16.22 注意 , USAMA SAn SAn, SA DEN n 8885348 
角 之 和 小 于 350*。 任 取 # 面 角 的 一 个 内 点 O, HAS OPR SAA WE 
线 OH, i=l, 2, n, BiP A. a= .41。 所 得 到 的 以 0 为 顶点 ，OF 为 楼 的 m 16.17 





` t 838 E ri B, 其 不 因 是 , 怎 个 面 , 它 的 每 条 楼 连同 点 都 在 同一 半空 间 内 ， 它 的 每 一 个 平 下 总 
HOH: (HsH) 
BRATH OA 的 二 面 角 的 平面 角 之 和 为 180*， 因为 4 面 角 的 各 平面 角 之 和 小 于 310", M n H ft fi 
二 面 角 之 和 大 于 180".# - 320. Hapi PRIENT 330"。 因此 ， 题 中 的 条 件 只 有 三 面 角 才能 满 
Ë, 
16.23 在 空间 中 建立 坐标 系 , 并 且 对 每 人 让 = 1, 2, ..., 1979, PRERE 
[z]==; (mod 1979) 
的 点 归 在 第 ;个 集合 。 这 样 必 出 的 实例 表明 , 题目 的 管 案 是 肯定 的 。 
16.24 FAH n 用 归纳 法 证 明 ,条 直线 至 多 把 平面 分 为 


pln) = sD) +1 


个 部 分 , 而 且 当 # 条 直线 处 于 通常 位 置 , 即 其 中 任意 两 条 不 平行 、 任 音 三 条 不 共 点 时 把 平 面 分 习 p(n) 个 部 
分 。 事 实 上 , p(0) = 1。 设 结论 对 -1 成立, 则 -二 条 直线 至 多 把 平 商 分 为 
pin-1) = D, 


个 部 分 ,而 且 当 nn -1 条 家 线 处 于 通常 位 置 时 恰 分 为 p(n- 了 个 部 分 。 现 在 簿 加 一 条 直线 ， 它 与 站 - 虐 条 直 
线 至 多 有 上 <- 工 个 交点 ， 这 些 交 点 把 新 添 的 直线 至 多 分 为 在 个 线 股 ， 每 个 线段 把 原先 的 主公 分 为 两 个 ， 于 


Dn 


+1+n= ZA H41, 


p(n)= p(n- 1) +n = “= 
Ei: n- 1 3 BS RE B 8 hy 8 H SK PSRBS 8 S ss n- 1 ZERRE n- 1 28 a PB n pART A 
hr mh Kia. KAI n 用 归纳 法 证 明 , n 个 平面 至 多 把 空间 分 为 
(n) = n+ Sm + 6 
9 = € T 


个 部 分 , WB q n AFETE E, 即 其 由 尾音 两 个 不 平行 , 任意 三 个 不 共 线 ， 任 音 四 个 不 共 扣 时 恰好 
分 为 叱 中 个 部 分 ,事实 上 ,ef0) =1。 设 结论 对 #- 1 成立 , 则 定 -工人 个 平面 至 多 把 空间 分 为 
gafn- 1) _ (n - 1) +5n+Ü 
有 


个 立体 部 分 。 现 在 添加 一 个 平面 ， 它 与 -1 个 平面 至 多 有 2# -1 523288. 这 些 交 线 把 新 添加 的 平 电 分 为 
p(n 一 1) 个 (平面 部分, 每 个 于 曾 部 分 把 原先 的 立体 部 分 分 为 两 个 ， 于 是 朋 


q(=)=q(n-1)+ p(n-1) 
_ (n-1)'+5(n-1)+6 _ (n— Da _ mrint6 
= Ditai tt rimta 


* 


其 中 当 #~1 个 平 而 处 于 通常 位 置 且 新 添加 的 平面 与 #1 个 平面 准 有 #1 条 交 线 ， BU n 个 平面 处 于 通常 
位 置 时 等 式 成 立 。 最 后 因为 
ag(12) = 299300378 = g(13), 

所 以 了 2 个 平面 是 天 够 的 ， 但 用 13 个 平 而 即 可 。 用 12 个 处 于 通常 位 置 的 平面 把 空间 分 为 299 个 部分 分 ,每 
个 部 分 各 取 一 点 ,然后 取 一 个 足够 大 的 立方 体 , 使 它 含 有 所 取 的 299 个 点 ,而且 它 的 顶点 4 未 左 队 市 124 
平面 上 ,在 过 项 点 的 三 条 接 上 各 了 到 一 点 , 记 为 芝 , V, W, 使 得 AU = AV= AW =e， 其 中 。 为 足够 小 的 正 
数 。 于 是 平面 UVW 把 立方 体 中 含 顶 点 4 的 部 分 分 为 两 个 部 分 ， 其 他 部 分 不 动 。 开 此 13 APEE 
大 的 立方 体 他 为 300 个 部 分 。 对 一 般 特 立方 体 攻 ， 具 要 作 遂 当 的 位 似 变 换 ， 把 足 髋 大 的 空 方 体 挛 沟 及 
BF 

16.25 EZH ERTA EAA EARE, 除 一 条 染 上 红色 外 , E ass t G ji 
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接 图 16.18 所 示 的 方式 完成 一 部 分 染色 , 则 对 图 中 所 示 的 顶点 和 楼， 题 中 
要 求 是 能 满足 的 ， 对 已 经 染色 部 分 , 依次 添加 与 这 一 部 分 有 公共 楼 的 那些 
面 , 并 按 下 述 方 式 给 其 他 校 染 色 ; 如 果 该 面 有 两 条 楼 已 经 染色 , ERR 
可 任意 染色 , 如 图 16.19 中 的 而 ma。 如果 该 面 只 有 一 条 楼 已 经 染色 ， 则 余 
下 的 两 条 楼 分 别 染 不 同 颜色 ， 如 网 16.19 中 的 而 A8， 则 对 添加 的 顶点 和 
E, 题 中 要 求 还 是 满足 的 。 如 此 继续 , 就 喜 染 完整 个 多 面体 的 每 条 楼 。 

16.26 我 们 证 明 ， 窑 题记 条 件 下 ， 不 论 平 而 wr 在 什么 位 置 ， 直线 
AAJ 与 BB' 都 是 相交 的 ， 因 为 在 原先 位 置 上 这 些 直 线 是 相交 的 。 所 以 点 
A, A, B, B! 共 是 。 因 此 直线 AB 与 AB 9 2 382582 347, Eh 一 
情形 下 (图 16.20), 它们 的 安 点 口 在 直线 1 上 , 并 且 因 为 直线 A4 与 BB 
不 平行 , 所 以 

OA-OB'+0B-0A', 

因为 对 其 它 位 置 的 a', 这 个 条 件 仍然 成 立 ， 所 以 二线 44 与 BB' 和 原先 
-- 样 也 是 相交 前 。 在 后 一 种 情形 下 ， 直 线 AB 418', 也 平行 半 i， 并且 
ABZAB, CMEFH a 旋转 时 保持 不 变 。 因 此 , KAMRET ER 
AA: 与 BB' 对 任何 位 置 的 we 也 是 相安 了 购 。 如 果 直 线 AA. BE, CCA 
Jadi, 并 交 于 一 点 , 则 对 不 同 于 % 的 任意 位 置 的 只 ,它们 
世 同 样 不 共 耐 , 并 且 如 上 所 证 明 , 它们 两 现 相 交 , 即 有 公共 的 
交点 。 最 后 , 如 果 直 线 44', BB', CC: 原先 是 共 面 的 , 则 者 
虚 过 它们 的 交点 且 丰 与 它们 共 而 的 第 四 条 直线 已 六 。 于 是 ， 
直线 AA. BB', DD 交 于 一 点 , B. Ad, CC, DIY 也 交 于 
一 点 , 并 有 这 些 交 点 与 A, DD 的 交点 重合 ， 因 此 ， 直 线 
AN, BB', CC 对 不 同 于 = totes rm o 都 是 相交 的 ， 
通过 铁定 直线 在 原来 位 置 的 交点 M = M. 作 一 个 平面 2, 使 
得 它 与 直线 IEE, 注意， 点 材 看 平面 of 旋转 时 不 会 离开 . 
这 个 平面 。 EFAA LERES S, EE SMETEH 加 16.20 
FER., TUE, CSPE a 的 交点 下 并 不 依赖 于 mw 的 位 置 。 如 果 在 原来 位 置 时 这 个 点 是 Fo, 而 在 
另 一 位 置 时 是 P, 由 平面 w 在 后 一 位 置 时 ， 直 线 MP,(M2eF,, GU F, = M = 所 4) 与 平面 交 于 某 个 点 
F, Rik 如 前 所 证 ,在 原先 位 置 时 , 直线 FE 同样 也 过 点 M, 即 与 址 线 了 重合 ， 供 不 平行 于 o. PER 
iF, 平面 of 与 过 点 姥 且 平行 于 平 而 w 的 直线 9 的 交点 如 在 平面 “ 旋转 诗 也 保持 不 变 。 于 是 ， 当 平面 a' 旋 
转 时 , AMARRE, STRES- ARECA TAGAR 1 EN), HES EH af o 构 
成 同一 个 角 。 因 此 , 所 求 的 集合 为 平面 品 上 了 凡 丰 为 中 心 、 半 径 为 了 Mo (ESPNS. PERNAR 
于 平面 a 的 对 径 点 。 | | 

16.27 K I ERSAT ABRERA DS A5 5 BI HER 1 上 的 投影 祖 
同 , 且 和 它 的 距离 相等 , MER ! 在 过 线段 AB th RH 33: AB 的 平面 m4 上。 绕 直 线 L 作 角 度 为 g 的 
旋转 和 想 继 施行 关于 平面 ar, 然后 关于 平面 az 的 对 称 变换 的 效果 是 相同 的 ， 其 中 中 是 平面 om fE 65 B £b 1 


作 角 度 为 $ 的 旋转 ( 按 局 一 方向 ) 下 的 梨 。 为 证 时 这 一 事实 , 只 须 注意 ， 比 如 在 平面 4BO{《 它 垂直 于 轴 四 


绕 点 日 作 角度 为 罗 的 旋转 和 作 如 下 两 次 对 称 变换 的 效果 是 一 致 的 : 这 两 个 对 称 变换 分 别 是 关于 平面 ABO 
和 平面 a 与 a, ORR h 与 下 的 。 因 为 关于 平 形 m 的 对 称 已 将 点 4 变 为 点 如， 所 以 对 于 题 中 所 考虑 的 旋 
转 { 也 只 有 对 那些 旋转) 来 说 ,平面 a 要 通过 点 BB， 因此 , 在 所 考虑 的 旋转 下 ， 点 忆 的 所 有 的 像 可 以 按 如 下 
方式 得 天， 首先 把 点 忆 作 关于 平面 er 的 对 元 点 射 ( 得 到 顶点 D), 然后 再 作 关 于 通过 点 及 并 与 平面 aa 不 平 
行 的 任 一 平 曾 as 的 对 称 有 反射 因此 , ACAR TEB a hin FEA BD 的 球面 ， 除 了 那个 关于 平面 
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BCC 与 点 五 对 称 因 无 丰 在 立方 体 表 面 上 的 点 之 外 。 由 此 可 见 ， 
的 集合 是 这 个 球面 与 立方 体 青 遍 的 交 , 并 上 且 它 由 三 段 分 别 以 4A, P, 

为 中 Du PUARE RA EE D A DA, AC, CD HAR 加 

16.21), 

16.28 首先 假设 立方 体 AAA. A. AA 四 个 给 定 的 具有 
整数 坐标 的 顶点 出 有 三 个 在 立方 体 的 同一 界面 上 【图 16.2). AE 
BA ETET Ar An An AAAH 

— — 
A. A. 一 T.A, 
HEREA, META A CARRE. HT 
— — —x — 
AA = Ad = A.A AA, m 16.21 
区 兹 立方 体 其 他 四 个 顶点 41, Aa Ap 卉 中 不 管 哪 -- 个 是 第 如 个 顶点 ， 它 们 的 所 有 坐标 也 都 是 整数 ， 现 
a 作风 一 FHE MA AREARE RAE 
“一 一 — 一 一 =— 
2At = A,A: = A, £, + A, A, 





省 有 整数 坐标 %, p. z, T 


CAY = (A) = Cd) = a, 


— + —. — 
AA. AAAA -Afi = AA A 1i = a cos 00” = =b, 


则 a, beZ, FE 
te (24 A: = a+ 3.2b=12b==0 (mod4), 

5 5870936 35 8 4 Bk53 8025 0, 而 奇数 的 平方 被 4 除 的 余数 为 1， 所 以 屯 + 关 + 2 ARREST 
r, 9, PARTS, TERRA 的 所 有 坐标 ,yz 都 是 偶数 ， 从 而 4:41 0363488828 8. A 
此 ,与 点 必 ， A, 共 面 的 点 必 有 整 煞 坐标 ， 从 而 如 前 所 证 ,立方 休 所 有 顶点 的 誉 标 痢 是 整数 . 

16.29 设想 把 长 方 体 所 在 空间 划分 为 一 些 楼 长 为 y 的 立方 体 ， 并 把 它们 按 国 际 象棋 棋盘 的 方式 桨 
上 黑白 两 种 颜色 (即使 得 任意 两 个 有 公共 界面 的 立方 体 的 颜色 不 同 )， 下 面 证 明 , 如 果 任意 一 个 长 方 体 有 一 
条 整数 校 , B 它 的 每 个 面 都 与 立方 体 平行 , 则 它 所 含 的 自 色 部 分 和 所 舍 的 黑色 部 分 体积 相等 、 事 实 上 ,用 生 
直 于 这 条 整数 权 的 截面 把 整个 长 方 体 分 为 原 度 为 的 层 。 注 意 , 从 最 外 面 的 一 层 平移 到 它 的 相 邻 一 靶 , 第 
-- 层 的 兴 色 部 分 与 第 二 层 的 黑色 部 分 悦 好 重合 , 并 且 第 一 层 的 黑色 部 分 也 与 第 二 层 的 白色 部 分 恰好 重合 。 
随后 的 相 邻 层次 的 平移 中 情形 也 相同。 因此 在 彼此 相 邻 的 层次 , 白色 部 分 的 体积 与 黑色 部 分 的 体积 相等 ， 
因 光 总 共有 偶数 个 层次 ,所 以 这 个 结论 对 整个 长 方 体 也 成 浆 。 设 原 长 方 体 的 异 画 与 立方 体 的 界面 平行 ， 它 
的 一 个 顶点 4 和 其 中 一 个 立方 体 的 顶点 重合 ,但 它 的 各 条 楼 都 不 是 整数 ， 划 接 题 中 条 件 划分 的 所 有 各 长 广 
体 都 有 一 条 棱 长 为 整数 (它们 的 异 画 当然 平行 于 立方 体 的 面 )。 因 此 , 由 上 面 的 结论 , 在 每 个 小 长 方 体 中 (从 
而 在 整个 长 方 体 中 ) 白 色 部 分 的 体积 等 二 黑色 部 分 的 体积 。 另 一 方面 ， 在 原 长 方 体 中 用 三 个 平行 于 它 的 界 
面 和 的 平面 截 去 个 以 4 为 项 点 , 棱 长 全 是 整数 肌体 积 最 大 的 长 方 体 。 余 下 十 个 长 方 体 中 有 六 个 具有 -条 整 
次 位 的 楼 长 ， 男 一 个 的 所 有 醒 长 都 小 于 1, 币 甩 它 有 一 个 顶 豆 吝 和 六 方 体 的 一 个 顶点 相合 。 把 这 个 长 方 体 
装 到 一 个 具有 楼 长 为 1 并 以 如 为 顶点 的 立方 体内 。 在 这 个 立方 体 因 , 割 下 这 个 长 方 体 的 三 个 平面 将 立方 体 
切 成 了 八 个 长 方 体 , 其 中 必 有 一 个 其 所 有 楼 长 均 不 超过 立 ， 因而 它 包含 的 白色 部 分 与 黑色 部 分 体积 不 相 
等 (因为 这 两 个 体积 中 有 一个 为 9}。 对 于 与 这 个 长 方 体 有 公共 界面 的 三 个 长 方 体 (它们 每 一 个 都 与 它 共同 
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R 85 1 KC ik), L 3esikh akata. mk Rubal URAS Lip Kik ata 
的 三 个 长 方 体 , 最 后 可 以 扒 到 以 为 顶点 的 那个 长 方 体 、 这样 一 来 ,原先 的 长 方 体 被 分 成 作 个 长 方 体 ,其 中 
有 七 个 , 它 包 含 的 白色 部 分 与 黑色 部 分 床 和 相等， 但 第 八 个 则 不 等 ， 所 得 的 矛盾 说 明 原 先 的 长 方 体 不 可 能 
KERNEK. 
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x: 
第 五 章 分 H 
$17 数 列 
17.1 注意, 对 每 小 #=T 2, e, 99, 有 
1 n+l)vn-avn+l 1 _ 1 _ 
"nr n enari (nrl)m met) Yn Nnr 
代入 所 求 的 和 中 便 得 
1 1 
EEES 
-1 _ l y. l __ 1 _9 
toet Ja VT) T" 100 ~ 10 
17.2 应 用 公式 
tel=- tg R -tg{k-1) 
Trigkig(h — I} 
《注意 , 因为 + 是 无 理 数 ,所 以 上 式 对 所 有 he N 都 有 意义 ) ,我 们 得 到 ; 对 每 个 s€ N, # 
0, + ú; + +: F (R, = È tgh tg(k- 1) = Se gD. 1) 
= gh S tek S Q ten _, 
i tgl Z tgl tgi ` 
于 是 ， 
了 - _ 
A= 各 B= 1 
满足 题 中 要 求 ， 
们 .3 ”因为 对 每 个 4E N. 
2 
”2 
-1:3 3-5 _(2n -1l)t2x+1) 1 < 1 
ËO UU C nT PESU 
š 3 
~ J S 
CT k 
并 且 š 
lima, = 0, 
17.4 设 Ae (0, DE limo,=.A. MI Bak N. 使得 对 所 有 的 rz 请， 都 有 
< M, 
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如 果 对 每 个 1 上 E a, = Va, M 
A= lima, = lims/a,-1 = v Tim a, 1= vA, 
因此 A4€ 410, 1}, 5AE (0, DFE. KORREAN n>N, ar 二 wa M 


HL G R < 


HN 的 取 基 矛盾 , 医 此 , 数列 1 未 可 能 有 属于 名 起 的 极限 . 

17.5 考察 数组 a <a. <a, BE s。， 以 更 为 中 项 的 三 项 算术 级 数 的 个 数 既 不 超 过 ;+ 二 也 不 
者 过 ”~1, 这 是 因为 第 一 个 次 只 能 从 Gr 0p e G1 PAR, 而 后 一 个 数 只 能 从 Gun me e Ga HAR 
Bl R th Pia zl n 


X min ti-1, n- iy = S, 
r=] 
如 果 nA, le N - 41), M 
S=>x i-1)+ Z @m-i=-10-1D. 
于 了 十 


i= 


HE n= 2111, 18 N, Wi 
s= 2 G-D+ Z (n-i)=P, 
能 后 注意 ; 所 求 得 的 绕 数 个 数 移 界 在 数列 =i, i= 1, 2， nn 时 达到 ，。 
17.6 sy, Gs, Gs, … 是 题 中 所 说 的 数列 , 考 碟 定义 企 整 数 集 上 的 函 娄 
0， z ARR, 
(e): L maam, 
并 用 公式 如 = (90), n€ N hR aH BD Gaa 为 惨 数 的 必要 用 充分 条 性 是 ， 
ü, 十 rl t Cpa Ones 
JRS 所 BL 对 性 意 1nEN, 有 
b. = f(a,. ) = 0, Onyi + Gnas + anea) = FAF Can) + Flaa) + Flan) + f(a,.s)) 
= fb +b. + birz + bn,s), 
数列 地 的 前 九 项 依次 为 1, 1, 0,1, 1, 1, L. 0, 1]， His b= bi, br = BD, bs = by, bsb 而且-: 般 地 有 
bs =b,。 这 宪 明 , 存 数 烈 全 汪 中 ,0 只 出 现在 下 标 为 4=3+5k(kRE 2Z*) 的 位 置 上 。 基 此 ,在 数列 6,} 中 , 任 
音 两 个 疏 数 项 的 下 标 之 差 被 5 整除 , 因 瑟 不 可 能 依次 连续 出 瑰 数 1, 2, 3, 4. 

17.7 line N ERT, MBARE] G a, e a, HESAR 2n。 把 数 1 2, o, 28 
HR n 8: (1, n+ 1), (2, n+2), e, (n, 29). AA 1, 2, … 2x 中 至 少 包 合 数 列 {0w} 的 #+1 项 ， 所 以 必 
有 两 个 数 a, 5 ip <p, 它们 属于 慑 一 对 显然 有 喇 - G,= n, 

17.8 ATEH ADERI bh: 

b=] g, 当 ms4 时 ， 
A. Had. 


并 用 cv 表示 -和 a- ， 则 对 所 有 meE N, 有 1<c,<B, Wik, 对 任意 m, s€ N, 有 











BI ze KB 


17.9 用 洒 面 的 方式 构造 递增 的 下 标 序 列 fisjy 设 G, AE f G2, 中 的 最 小 者 ， 因 加 数列 各 的 每 个 
项 都 是 自然 数 ， 所 以 由 最 小 数 原 理 ，#6:， 是 存在 的 ， JBE a,, 是 G Dren … 中 的 最 小 者 ， Gi 是 igts 
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Dinn HARNA, 等 等 ， TARAK Hant ETRE {E bu; E ba, Pig, … 由 的 最 小 省 ， yul ipar 
Sii Pop MEEL RR ie 5; fpr ERER Fb p 55 q, 
17.10 对 #8 用 归纳 法 4 n=l aaa- aa, Bienal, 15k 
dat 一 =i -{ a, -47 <+<- 
HI n = 2 时 ， 
a <l, 
H 


设 结论 对 某 个 >2 成 立 。 现 在 证 昌 结 论 对 n. 1 成立。 因为 函数 f(z) =z 一 +z, 在 区 间 [0 y] tas, 
Heci, fa 





























ofi l 1.1 1 28 
a. = C E (bai-a mn + 1) ` +] ` 
JE a PT Ea TE BH BJ, 
3 
17.11 关系 式 =at L SE ff 
Uya G, ftaa 
AA 
z= ü< EEEa A 
Pk 
1 i 1 _ 
Z a Ip l, 
g CERERE, 
1 1 
< 
因此 ， 
1 >2-1s1, 
Bla,<1, 从 而 有 
1 1 1 1 ... 
na a n+l’ kalonun 
把 它们 相 加 区 得 到 ， 
1 1 n 
-n w O rT 
Kite 
t n _ n+2 
Bi nal" 
从 而 
n +1 n — 1 
bh f 
E, 


7.12 A= {4k+ijkEeZ} i=1, 2,3, 下 面 对 mE Z* PIARA, asas € AG=1, 2, 3). 
= m=0 hr BS a = 1, e=, s= 六 所 以 G€ 4, ax € As, EAr kW me N, 有 aya 16 Ay, 0s,..2 € 
Az, GamE As, El 
| amra = SOsm+a— Sgm = 4(Sr- 3q+2)+16 An 
Gms = Tamid ~ Ga + = 4(4r - 39 +1) +E £, 


r 212 J 


Qan. 6 = lamu — Slama = 4(5r—6g) + 3E Aa 

Er, q€ Z. 这 就 计 明 ,orE AAU A, UA, ne N. 但 是 0¢ 4,U AUA. 所 以 对 怎 个 nEN, 0, 一 0， 
17.13 由 条 外 得 到 
ram LEi, + Ontan 1, R, m€ N. 
对 EN AIRMEN: 对 任意 p, g€ N , 8 
as, (g — l)i gip lpg + (2-1). 
当 9=1 时 ,结论 显然 成 立 ， 设 结论 对 g 成 立 ， 下 面 证 明 , 结论 对 9+1 bka, EZE HARPEN, A 
(g + I)o = gapt OE ap + ro + (g - 1] Sipra f Q E po T Q, 
[JBE a| IT HH 
(gq +l)u,22G sç. n ~ Q. 
这 就 证 朋 络 论 成 立 。 由 p, q BIRERE E, 
| g, (p-1l)= pasa + (p -1), 
Fet 
ipa ,— qa | maxt|a,, + (P- 1) ~ (a, — (q - 1) |, [Opa + (g— 1) ~ (Gs, - (p - 1)) 1) 
=p+*g-2<piq. 

MU 


这 正 是 所 票证 明 的 ， 
了 .14 对 和 芷 用 归纳 法 。 关 站 = 二 时 ,只 可 能 有 


显然 有 Be -aqg =1， 假设 当 #= 妨 时 ,对 任意 两 个 相 邻 的 既 约 分 数 FOT 都 有 bc-ad=1. FHH, 当 
n= R+] 时 ,相应 的 结论 世 成 立 。 国 为 在 序列 


在意 相 急 的 两 个 数 之 间 , 至 多 只 能 有 集合 
1 2 k 
Her: RAT ? -| 
中 的 一 个 数 ,所 以 ,如 果 
C 
+<: 
f n= R hEUHEPUH R NS AH980988, TETE n= R+1 BEHEZUTH CBS, MU n= R+ 1 RHEES] th, 


+ 与 了 ZJ53F4i— 4 B652y 8k A, RE TERANE: 1) 2 < 在 #%= 有 + 工时 相 邻 ,县 


在 #= 上 时 也 相 邻 、 此 时 由 归纳 假设 ,显然 有 be -ad =i 2) q << 在 4 天 + 工 于 机 领 ,2 是 醋 约 分 
ak, H 与 3 ZF n= h IPAH2E, EmN A=o6p-aq=1, B=ca-pd=1, ES AB E ria. B 


i max 14, BY2>1, ME 
b+ d< Bb+ Ad < bcga - bdp + adp — adq =q= Ë +1, 


q Ç 
ba 
; a ate < e 
Ë bbrd™ a 
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这 表明 + CHAE” = k HAAN, 从 而 与 y 和 + 在 ?= 中 时 相 邻 了 矛盾 ， 这 也 就 是 说 ， 刀 = 工 号 


B=], 


17.15 设 非 正 项 的 集合 是 有 限 的 , 则 存在 自然 数 N. 使 得 对 所 有 n> N, 有 n>, FE WRS 


1, m 


天 此 ， 当 nN 时 ， Go m — Am. 
I; ] 
和 wei = 人 dí; 一 PEG kg “了 


1 i a a 
Üy = p ( Drrt 一 T. —)< 9. az, 
本 + 


BATE Re N, # 
ü, < JE 
国 此 , iA oey, M] az, <1, TA. i. 
17.16 mne N 时 ,有 
a= 21. B01 = 2713.202 Oq... =. 1 


++ +(-1)#-1.35-1 1)"3°a, 





由 此 得 到 
ü, = = CD > + -= TES bia tr P 
EN n=O 也 成 立 。 其 次 , 可 求 出 
d, = G, — ü,,.1 = 2 t ( = + ( 一 DeFa 
PREDE e yaa 


= = + C-l 43 +(-1)%.4.35-ia, 


= Ga TES E- E -a ) 


= = 0 +4- p (2 六 (~500) ). 





HR 1 - Sa>0, 则 对 充分 大 的 侦 数 "1, 有 dch WE l-ie), 由 对 充分 大 的 奇数 n, 也 有 daci, Bi 


此 ,如果 asses, 则 数列 {ooj 不 是 递增 的 。 如 果 a= 子 ， 则 对 所 有 ne N, 


Ea 
d, = 5 >ü, 





即 数 列 {0,} 是 递增 的 。 
17.17 注意 , 对 题 由 所 说 的 数列 ， 


2 — "1 z 一 
asila t a+i = (5.5 ta +dy,1 二 + +nr21 H € N, 


出 此 得 到 ， 
G.,,3 T Gn — Gael + G, 

Cn+3 Girl 

因此 , 如果 记 
b. = nr + dk 
” Tatl , 

则 

b =b; =b; = ... =b, 
由 此 得 到 
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AE 


外 


: i J ł z " 
z a, + ü 
sn tos hsbs SEN fata ta) -raito ez, 
Barl G, ` 1 


t a a, 
PI LOE banı- üns 
Hp beZ, 性 入 到。 因为 at a, 6 Z, 所 区 
Ma = bá, — di, Ui = PEs Gs, = 
17.18 注意 如 =0, ael, 并 可 证 明 , 对 每 个 HE 2 7， a, = da, On (HERRER) On Os 0, < 
都 是 整 郊 ) 事实 上 , 记 
2 3)" 
- CI, pL 


+ 
2 
tl 


站 


ama, apaa (24 /3)a- (2- 338. 
s, = (2+ VI a- (2-w3)8=(T+4w3)a-(0T-d4w3) 有 
= (8+4 Ẹja- (8-4/3)8- (ar B) =da,., -Ons 
办 此 h y | 
g,,s=(0,.:- On) (mod 3), 
而 数列 des Gj, as, = RR /URBR PA 3 的 余数 依次 为 0, 1, 1, 0, 2, 2, 0, 1, 所 以 
ast, (mo63), a;=a) (moc), 
Bnez, H a, gsa,(mod5),- +E, ERNA, umawa 的 项 且 只 有 这 些 项 除 以 3 的 余数 为 00, 其 
rE ke Z+, ZAA 
(2+ vy 3 H2- v3) =1, 
所 以 有 . 
a -tS 3). @- ON (2: VB)" 
， aI 共用 


由 此 推 知 ,对 负 的 n, a, 也 是 整数 , B, aaRS xc0tmot3) 时 a,=0(moú9), 


17.19 oa, (521 y -+ 六 则 当 nEN 时 a.>0， 并 且 


ma SY- ty’ 


Yk- 


Ofi 5l Yi iL VS + Ei 
Je 
(A y (8-1 ys t s: T Saa sa, 
| "ac N AAIEN, ca 是 整数 H aw 具有 形式 mv 5, i m€ Z, PZL 3 k=l, ns 
: TI，m = Y5。 设 结 沦 对 某 个 EN 成 立 , 则 a a 
T41 = “5 ~ O21 = SM ~ sgis 
Gopa n F NEES -üy = V5 (G, — m). 
即 结论 对 k +l1 ERE. Mi | 
rd / 3-5 
人 


A 
(FBA a 


FELL H a RARE bn 是 a, e N HEA w RRN, ba H hi TER: 
(m /5)i= 5m (meN), 
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17.20 所 求 之 a 为 土 3 z+2m=, mE Z, EXE ME a RETRE N 


cos G< 一 L, 
否则 , 设 
= cos s< Ü, . 


则 
os25=2cosa-1< -可 与 cosaz=2cos2a-1>0. 
HA, HEREN, HA 























cos Pag — f. 
om 1|. 3 
于 是 cos Z'a- -y 2 
再 利用 恒等式 | 
cos 2x + y 2(cosz - 1 Vfeos =+ 1), 
得 到 
| cos aryl cg cos 22 |<(s) cos 4a + -y | 
, <.-<(5) CDS Pat <í 】 neN- 
这 表明 , | cosas 于 | 可 小 于 任意 一 个 正 数 , 因而 只 有 
cos a + y" 0, 
即 
ast z+2mz, MEZ. 
此 时 ， 


> - 1 = COS s = COS Za = cos dæ = cos Ba = ea, 


2 
17.21 注意 ,om= (1+ YO 与 mr=tL-wai 这 两 个 数列 都 满足 递 推 关系 式 
I gs, 1 = 20, + {ou— l)a- 1 n€ Y, 
事实 上 ,对 任意 #EVN, 有 
. d,,+1 Za, + (1 ` cjon-1 = (Gv a J an1 = 2(1+ V a)a,-1 + (1 _ s)o,- i= 0, 
因此 ,任意 形 如 
| a = A(1+ Vet BQ vay 
的 数列 世 满 足 这 个 关系 式 , 特 如 , 取 





便 得 到 数列 
a, = -gy (drve)"-(l- va)), 


Ka p, T PSD E3N, Wa = 0, a, =1, Bip pi 3UE 4881, 对 尾 意 不 等 于 2 BJ (JA Tü 3y 


Vi Va) 
1 p i _.. >. Epa 
= 2i a (È C; Q ) -2 a Cs( 一 wa) -$ EHra i (modp), 
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其 中 用 到 下 面 的 事实 :后 一 和 式 中 所 有 形 如 CI a 的 被 加 项 当 i=0, 1，… -P L -工时 被 了 整除 (ES 
当 k=1,2, = p-lt l 


ta Pl = 
Ci =r kj 0er). 


$- 


而 当 # = Pol MaM Cesa, 5 p=2 时 ,有 


| o= p L(+ Ve) (1 a) =2=0(modp), 
TE BERANGER EOS ORHAN REE, a 被 满足 0< p< po HENEN p 整除, 而 不 
被 任意 大 于 的 po 332 p 整除 ,具有 这 一 性 质 的 a€N 的 最 小 信 就 是 满足 3<p< p, 的 所 有 素数 p se n, 
17.22 设 数 列 {0 满足 题 中 条 件 , 办 为 由 >0， a2>0, B a+ 1= ayay, 所 以 as>0。 仿 此 可 得 , 4 n= 


4, 5, J, a, 20. AEE, 3 n€ N 时 ， 





t+? T, ? 
a341.. 
M Gs =— =03+1, 
1 
AR: 34134 ł . 
a, = ayl _ (gš+1)1+1 -22t 0) 303+ ag y Bas ar. <， 
FA G; ü Ga 


因为 niE ZZ， 所 以 0s>1 是 2 的 因数 , 即 6s=2。 由 于 数列 所 有 其 他 的 项 都 只 一 地 被 其 前 面 两 项 确定 , 所 以 
所 说 的 数列 是 唯一 的 。 现 在 对 nwE N 用 轨 钠 法 证 有明 , 这 个 数列 的 每 个 项 都 是 整数 ( 即 确实 满 足 题 中 条 件 )。 
首先 , 上 已 验 明 , 041, Gn, Gs, 04 都 是 整数 ， 其 次 ， 设 对 某 个 n5, 6), =, 6,-1i€ Z, M 


a = Oat _ ((222a +1)/a,..) +] _ oatdor otdo atl+o. 
a, Nn | ns0 s ° 
因为 | .. 
ü z 
| a ar =a. +1 
是 整数 ,所 以 上 式 让 商 分 子 -a + 3af +304 ,+1+ Cis 被 as. 整除, KAS 
at + 3af, + 3a3_, 十 半 二 98 =, + Jol, + S02-.9 E Onia 


fn 


所 以 dads + 3905. + 1 + añ, 也 站 G.: 整除 , 最 后 ,由 于 
(ings G,-3) = (ar, Cn -3 <li- +1, ün-3) = (1, da-e) = 1, 

所 以 Gn- 与 29-3 ERe Bas. +30 +368.  +1+ 01. Sanal. 30, 整除 ,从 而 ,是 整数 ,证 毕 。 
17,23 in . . 4 


— 十 ot 
üi Ga G€, rT] 
则 数列 S, S> “由 相 司 的 数组 成 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,对 每 个 n€EN, . 


G. -ú _ 
Si sS L m +. Pp _ Pp L PP _ pl 0, 
全 n+ g..." n+l n+? n+l 








期 Un+2 = 
设 数列 an 91,… 满 足 题 中 条 件 , 则 对 每 个 4>3, 有 


ri I Li 
ú, = P Ta- =( P ) Uu. = md = (> ~) a, 
P = üo E- ü, P- ü, 


由 于 C c N, Hp5ip-uu, HAHA Op ay ph 所 以 ta 被 P-t 的 (具有 自然 数 竺 数 的 ) 任何 次 等 
整除 ， 由 此 可 知 , p - a, = 1Í EI IH: . . . 


p-1 + p =ł, g, = D'i, {0 s€ N), #=3, 4, ai" 
LLET . G; I 


反之 , 设 数 列 fomj 满 足 上 述 等 式 , 则 因为 S,=1, S, =S; n€ N, ALSA fed 满足 题 中 条 件 ， 于 是 ,问题 
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P 
üy Ce 








G= p-1, 








到 结 为 ,对 给 定 的 案 数 p， 求 方程 


的 自然 数 和 解 的 个 数 。 将 方程 化 为 
bo =as(6;:- (p - i}. 
并 注意 , 方程 左 端 被 了 上 整除 ,而且 >00, p- (p -1)20, Hi m= hp sk a= (p-1) =mp, k, meN 
时 , 方程 可 能 有 解 。 因 为 当 a- (p -1j=0(modp}ti, a= -1(modp), 即 方程 左 端 不 被 P? 整除 ， 从 而 6. 
不 被 请 整除 ,所 以 上 述 两 个 条 件 的 = Rp 5 e- (p— sem 是 不 相 容 的 。 设 m = Ep, 则 原 方程 化 为 
G = k(a,-(p-1)) FD p- -l=(Ë- 1) (a - p+]. 
”因此 ， 方程 的 每 个 解 可 用 下 村 方法 得 到 取 一 1 的 任 党 一 个 因数 作为 中- p+1, AR pu,= Rp, 其 中 


_ p-l 
k= prit +1, 


现在 设 中 ~ (p-1)=mp, I 1 啤 方 程 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 
mp+p-~-l=6m, HJ _ p-1=(a,- p)m, 
而 所 有 的 解 可 以 这 样 得 到 ; 取 p - 1 的 任意 一 个 因数 作为 m, 然后 令 


1 
ü, = r- T+p, h= mR +p -1, 


| 因为 上 述 两 个 条 件 是 不 相 容 的 因此 所 得 到 的 解 都 不 相同 ， 所 以 方程 Phi = a,(a;—- (p - 1)) 的 解 的 个 数 ， E 
如 所 求 数列 的 个 数 , 是 p - 1 的 因数 个 数 的 两 售 ， 
17.24 首先 证 明 ; a, b, ceN(Hrhb<a, c<0), MERERI BS PRPA ER sz: 
be=1(mod a) | 个 
w+ (n-l1)bcen-iz (n + 1Ybeat1(modo), (2) 
iZ a,b,c 满足 是 中 条 件 ， 则 内 b= (moda), a) = 1 即 得 条 件 @, 再 由 2be2==a,(moda), a; = 01 得 到 n=1 
KARD, 





bebe (modo) | | @ 
对 其 他 的 n>1, 内 为 | f 
a,==nbc"(moda), a n- -= (n ~ 1)ben- l1(medg), we t+ Te (moda), 
W, + Gnej Oi , ES 


所 局 条 件 加 成 立 。 现 在 设 a.b、c 满 足 条 件 呈 与 久 , 下 面 对 nEN 用 归纳 法 证 明 ， tii a, nbe" ME a 3⁄ 
除 ,因为 a1= a,=1, AUA n=1 55 ne 2 b, Siti g pb DSG n1 时 的 条 件 国 ) 得 到 证 明 , 设 结论 
对 某 个 #2>1 成 立 , 即 G, nbe" 与 gd 人 -bo 者 被 可 整除。 本 是 ,由 条 件 名 与 由 得 到 : 
一 Pen 《1 一 人 

也 被 0 整除。 注意 ， 有 人 (b, a) = (5, 0) =1， 而 条 件 硕 等 价 于 ; 353 n€ N 时 ,每 个 数 

d, = (n+1)e2-ne-(n-1)= (n+1)(e2- c-1)+(e+2) 
都 被 整除， 从 而 也 等 价 于 t-e- 1=d;- 中 与 t+2= di~ e(t- e= JAR a ER. Mit 

L {2-e-1)-  (c+2)(c-3y=5 
应 被 = 整除 。 由 于 ay> 了 所 以 @=5,， 又 四 于 

c+2=0(mod5), lac<5 及 bc=-1(mod45), Icb—5, 

所 以 e= $, b = 2。 最 后 ,直接 验证 表明 , 当 9= 5, b~2, e=$ 时 ,它们 确实 满足 条 件 外 ， 而 且 c+2=5, 号 
c2- ce- 1= 5 EFFE G = 5 SE FR, l 





$18 极 m 
18.1 因为 | 5 | | 
fr, y -2= -1 1) (2-2) (2-212) 
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> 作风- >90, 


PES z, y>0 时 , fir, 办 的 最 小 们 为 2 mi E 5 B K r= g hr fr, p) = 2, 
18.2 HEI H: EB, 


Amma = Yir ayz- yau ETTA 1, 


z 
HJ 2 
而 且 当 2z= zg = z= -yen 
1 1 —_1 
HJ] 2 -2, Zar TE u=; 


时 等 式 上 成 立 。 于 是 , 所 求 的 最 大 信 为 51y 。 
18.3 首先 设 z= 28， 其 中 RE 及 ,由 三 角形 不 等 式 ,有 有 
-ol+ |z-a,| 29, ~ an 
|T- pe] + |z-a, la, as : 
|E- G| + |E agea} ar M Ons 
由 此 得 到 E 
IÈ e-u 22 (asera) | 
于 是 ,如 果 zE [on as M | | 
FES (nia, 
另 一 方面, 如 果 zé [ob Onal, lE- 0s) + |2- ora Pär on 从 而， 
Ha)>È (oa 0), 
于 是 ,对 任意 ze [on al, 函数 SOMALA 
È Gaya), 
现在 设 4= 2k — 1, Eri Re N. lJ 


[z-i + E T ETT 


|z — az| 十 jz - n- | >n] - d 


[so + |2- 0D -ht 
|3- 0| 20, 
由 此 得 到 ， 
fG)=2 rp (a... a). 
因此 ,如果 工 = ar, 则 u 
E (nma, 
MANSE T0, 则 | | 
fa) (ass), zl> (aaa. 
于 是 , 15 z = o, 时 , 函数 /(z) 取 得 最 小 值 四 
> CH 
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18.4 (D) RRR raren 的 最 小 值 。 设 (zl …， mm) 是 满足 中 中 条 件 的 任意 一 个 数组 。 考 虑 新 数组 
(zi, o, 其 中 . _ ,. . 5. . 





ri} =z;, rl = ry, Tn = Thy siey zarai, Peh, 
这 个 数组 显然 满足 
zD >l, isl, 2em $ GPP 
而 且 因 为 
TAT TAT = COE 

~(i- (a-i) 

所 以 ， 
Tyly marp ry: iri 
其 次 , 设 | 
a arD, ri = yil, se = zy, 
SOENE MENETE 

aD n? =, 

同 理 ， 


r>, H=], 2, we 


w 
z G= 1, 
TT 


重复 这 个 过 程 n-1 深 ,最 后 得 到 数组 kz 人 Q, zi), Fern 
gD — vn -nal 
n 


r-i) = rn = min-1) = 1 


ti 
并 且 
x a i= 1, 2. 


T. 


> (ze) = 1, 
— 
_ -i vi -n+l 
OO 


y 2 


这 就 是 说 ,对 任 音 满足 是 中 条 件 的 数组 (z1,…; zx) 都 有 


而 且 当 


时 等 式 成 立 , 于 是 最 小 值 等 于 TE 


(2) RRR Trn 的 最 大 值 ， 由 平均 值 定理 得 到 
dabre tim 1 
a <t tm) = ~ 
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EE z, < 当 fi = r> = ras = 
HERRY TA RAAST 
| 18. 5 W max{t, =y Tn) = = Tis 则 


-1 l T 
> Titii = x Tifi, + y Zn ET E Titr > = 
F 


=a, (a= -< 


E MERKER RS 


18.6 wasi a. 因为 当 1=1, yoy n 8 | 
(ab, +1)?2= atbil + Zaib; + 104b? a? +b? +d = {0+1) (b+ 1), 
所 以 ， 
i (ast) i hl, 1 a Aed 


c+ b, i. 
i ñ TVET = l Tie?+1) 
.因为 上述 不 等 式 中 取 等 导 的 必要 上 且 充 分 条 件 是 ,对 每 一 个 i€ 11, 2, `. nh, 都 有 
Cab; + L}? = {o+ 1) (0207+1), BB a; + bi = Za,b,, ERA aí = b, kasa iade HRERS HI E (b, 
ba) = (ai, … 9%) 时 取 到 最 大 值 。 
18.7 不 妨 设 Ty W p=r- k, M|z= b+ p,u=2h- x= R- p, ,p>0, BRN 
1. i .. y= lke ph k-pyakt -p oo | 
"p RZA 小 全 时 取 到 最 大 什 。 Tr p=0, H|r=g= k, HR z y0 hkR=1W H3. W p=1, W z= h +1, 
p= R- 1, SEE z, g EF, h Se lB Sk (Siul z 55 y ña 2 EBR). Wú E, D aqha saphi, 因为 I 与 y 
的 公 因 数 也 是 zy= (k+1)- (k-1)=2 WR (BD 1 EK 2)， 而 当 上 为 偶数 时 ，“ 显然 不 会 是 奇数 +1 
F R- 153. 4 ps2, Mr=k+2, = kR-2, 3 h RBR? 5 S S. IIS R OS SBT, z 5 y 
HET. Tü z 与 #8 的 公 因 数 世 是 它们 的 差 2-#= (h +2) - (k -2) = 4 的 因数 ,因而 只 能 有 (z, g) = 1, BÚ 
riyu RE 3, TERRI rz, z 为 : 
HF R = 1, ñlz=1, y= 1. 
dhg k = Dr, m € N. flJ z = k+l, u= RTI, 
WR k= 2m + 1, m€ N, M| z = hR+-2, g = k+2, 
18.8 首先 有 :. . 


m = È sir = 2 {1 ~ cos2z), 


z 
好 A eor 2na- te, . 

其 次 , 考虑 平面 上 单位 向 量 (ecos 2z,, sia 2z;) i= 1, 2, =, n. ZYK E CE n, MA 
ey ,全 on <n, 

从 而 四 
BE sjel nÒ cos 2n) = vA 0] 2V, ` 
其 中 当 _ 


. `. : : : i a 
m, = Sy 二 =Z," arc Cos J2 
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时 等 式 成 立 。 于 是 , 所 求 的 最 大 全 等 于 2w a(n- a), re 

18.9 ”注意 ,只 能 用 有 限 多 种 方法 把 给 定 的 8EN 表 为 自然 数 的 和 ， 畔 此 存在 上 的 (可 以 不 叭 一) 分解 
JA H = nti + ma + +: q Me HR m sem sc sma Të JE dH tg m PBK f. 因为 4=2+2= 
2.2, 所 以 可 以 约定 , EY NES n = mi + ma + e ' + Mia Hš, 每 个 m: ARETA, i51, 2，…，P。 如 果 m>, 
MUS [m,- 2): 2 >m;, ARA n 的 数 m, Moy e, U” Š, EPEA 四 此 3， 1=1, 2, +, 
RhR。 其 次 ， 当 8=1 时 ，# 的 分 解 式 是 唯一 的 ， 所 KL fO = 1. B n>1 时 ， 如 果 mi =4， 则 因为 m + ms > 
Miian 所 以 和 为 的 数 m) + ma, ma, =, Me MRE <, 因此 每 个 m 都 不 等 于 1, RE Em 中 不 
能 育 三 个 (或 三 个 以 上 ) 为 2, 否则 设 m = hemsk.. 则 和 为 上 的 数 3. 3, moce, m 的 乘积 将 更 大 。 于 
是 ， 如 果 nl, 则 mi my ç, m 中 至 多 有 两 个 2， 其 他 都 是 3。 叉 国 为 4 与 过 + 不 能 表 为 若 二 个 3 的 
AL ERL molih, mi, my e 要; 是 唯一 确定 的 。 下 是 得 到 

fF) =1, FO3D.=3, Bi -1) =i 5 fOG8D+1)= 4.3, 

uh ie N. | 

16.10 我 们 证 明 : % m, n€ N 时， .函数 
"fam n) 1265" 
的 绝对 值 的 最 小 值 等 于 不 首先 有 fU, D = 了 ， 其 次 , 设 对 革 些 数 m s€ N. 有 

fim, DT 
因为 flm, nm) 不 能 被 2,3, GR ALAO 0) | = 1, Ai, f(m, ni 13 除 的 余数 为 1 或 12, A9 
)]2%=( — 1)"*(mod18), EU 122 被 13 RAN, mA 1 25 m HARA 12, i n-4k+ 
r, Hh R€ Z+, ret, 1, 2, 3}, M 
. Sn = 625 5" =1* -5 tmd 13), 

由 此 得 到 , % r= 0, 1, 2, 38, Py 13 除 的 条 数 依次 为 1, 8 I2; 8, +E, 12%- 5 被 13 RURE 
能 是 1 或 12, 这 表明 ,对 任意 m, EN, RTRS nT, 

' 18.12 En XAA mt tyt = 1, 所 议 


:i = ) = 
š vua ' mr bz y 


OERE 
Jr +y tetri =3, 
HHFA- -T ARARAT E MHSR >= g = -=z 时 等 式 成 立 ， 于 是 5 的 最 小 值 为 V5。 
18.12 不 和 炉 证 0+b3c+d， 则 
bcs Lethrert), 


从 而 o 
b , c —- Steef 1 _ 1 ) 
c+d a+b c+ TAG a+b 
l a+h+e+d 1 1 
tt (TU) 
_ 1 orb crd l. .mw_l 
-2 t are 2M- 





其 中 , 当 0= M2 +l, b= /2 ~1,c=2,d=0 时 等 式 成 立 .于 是 ， 所 求 的 最 小 值 为 Ë - 3. 
18.13 将 函数 fo 改写 为 | 
F@)=|v2sin(22+ 3) +4 +B]. 
y A= B= 0 By, F(z)4E:8 
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f(x) = VD 





jsin( 2+ I) 


tlo 32] 上 ,函数 raya z = Z, 部 ,了 tami M EVE, kp L. VIREM 
的 最 小 值 。 这 只 需 证 明 , 对 不 同时 为 9 的 任意 B. A O 
maz F'(z)22: max Te) = Mat, 


Dat : dt "a 





直面 分 儿 种 情形 讨 说 。 
(1) 3 4=0, B==0 hj, RRA 
| max (z) = max 


am 
Lamas 二” ESE Pa 


(2) "4 420, 号 0 时 ,有 


VUsin(2r+ a) 8 | = 2 +'B|> v2, 





Fh) Z i 8 ABNT, 
(3) 当 A>0, 8B<0 时 ,再 分 两 种 情形 , 如 果 | 


|< A, 
则 | -和 A+ B>0, 
于 是 | S dM 
如 时 IBE A, 
wJ B| > A, -和 A+B<0. 
FE PF( -学 )=| -vZ+-g AB vT, 


(4) 当 4<0, B<0 时 ， | 
F( Lja |- V2 44B|>V i 


(5) 4 A<0, 8>0 时 , 又 分 两 种 情形 ,如 时 | ë ` 
Sx o ， 
B<-- A, 
MI F A+ B<, 
.于 是 . F (2 )=| -v2 + AB > 2; 

如 时 | B>- A, 

x HB>-g 

Bp 1 y A+ B>0, | 
本 = I 

了 是 F(%)= 2 rga “2. 


BZ ERETAROL E. 


O DO BARRIER 
19.1 由 题 中 条 件 得 到 ， | 


f0@0)=c=1, OE asbis I, Fes torja 2250, ; 
解 得 ， 


L 223 ] 


b= _26za 与 azi- 2arirt -ax 我 到- 224) = 0, 
出 王 数 .与 0 者 不 为 0,. Ph EA za = 2.2, Et kS Wa, E r = =n 2, 则 函数 
f(x) = az — 2azgzs +1 | 
满足 题 中 条 件 。 于是, 如果 z ra 2, NJ 3 0988 STEES ii m RTS 
Tav 2, 则 三 数组 (a, b, c): (a, -26x3, 1), 其 中 a 是 非 零 的 任意 数 。 
19.2 这 样 的 函数 不 存在 , 否则， 


KO- (00221. 





BI er Ç ČO- 1}y<o, 
从 而 O Osy 
同 理 可 得 E EET 


从 而 1(0) = 了 (1), 不 可 能 。 
19.3 HE ETER 
Iern rji) 
中 令 z=# = 0, 得 到 f(0)<ç2/(0), BB f(0) 220, TEH fÜ) <0 81 f(0) = =0, Hx, MEETER, * 
fo rt) RC) = - f(-2)2z, 
atuti fF(z)<z 82), Fo)=T ze R. `“ 
19.4 TE e<l. 并 分 天 种 情形: 


(1) 如 果 To agl F 3 则 


i 


Oe fad pe rinl ` 
(2) 如 果 aT > li| Eh f(0) = TOLE 


ELE - f(r1)| = F(z) - JO) + fF(0) SI EDIO- - fiel 
< (1 — >.) + (z: 一 p= E tr z) <$. 


19.5 考虑 函数 g(z) = f(z) + f (az), makas, 其 中 pe Z, q€ N, 则 因为 
g(r + gz) = f(s + qn) + fior + pa), 

H z Bumi f (zy aJ PIB, BE U T za RRR JOAR. TEEN, 如 果 G 是 无 理 数 , 则 g(x) 不 是 周期 孙 
数 ,注意 ,9(0) = f(0) + (0) =1, 如 果 对 某 个 30 关 0 也 有 g(zo) = 1, M tgr =0, TE tg (om) = 0, -t 
Hl z = xk Baar = zl, E k, leZ. IB E z0, 所 以 a = 天 与 为 无 理 数 乞 峙 ， 于 是 ,函数 g(7) 仅 在 
点 z-0 处 取 什 为 1。 因 此, 它 不 是 周期 函数 。 š T 

19.6 因为 方程 (z) = gf 没有 实数 解 , IRIA h(z) = fi -gz 对 所 有 的 zE R, EAR 
取 正 值 ,要么 只 取 负 值 ， 因 此 , 函数 

IUE) - g(g(z)) = AUY- aasar- 0 人) = KED + (glo), 

对 于 每 个 zxE R 都 不 等 于 0 

19.7 (1) 设 (0) =e 则 活 数 y= f(z) 图 象 上 的 点 【0， vo) 总 两 次 旋转 ( 接 同 一 方向 ， SAE 


Za, Bsles te u= f(z) 图 象 上 ,所 以 y= -i ARSO =Ü, B-T, i£ z=n Efe JG) = 


的 解 ， Bp f (zs) = Tis 因此 FK (zo, f(x0)) = (Zo, Toin = [RARE REREH. ,点 (xo， 2 经 三 次 旋转 
Ja t | BS] F (zo, x0) 仍然 在 = OY T SW E - 2, = F (zo) = S za = 0, BEHE f (z) = THE 
— 8 z = 0, 
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S (2) 图 19.1 是 具有 题 中 所 说 性 质 的 函数 图 和 象 的 一 个 例子 . 
-19.8 {1) iZ f=[0, + 9) 一 > [0，+ ow}) 是 连续 函数 , 且 
tm 所 六 = +o, n. .. 
倘若 题 中 结论 不 成 立 , 则 存在 ND>0, 使 得 对 人寿 意 #EN, MaRa z >n, 使 得 /(z YG [0, N]. RAAR 
f(E gG, EAKA L, NEERA, Ee 存在 M, g 23 f(z)scN h Ba FOf(z))ScM, 
因此 , 对 每 个 nmE N, FE non 使 得 f(f (z,y)=CM, 5ER 
lim FETC) = + =e 
FE. Pr) 
Jim f (z) = —*a, 


(2) 反例 如 下 ; W 


则 了 = (Ü, +e) (Ü, +2), WE 其)s=z 从 而 
lim (G) = +=, 
但 是 
im f(z) =Ü. 
19.9 设 题 中 所 说 的 函数 1 lz) 存在 , 2 EE Ph B 35 
gr) = ftl- f 与 K(z)= fr+l)+f), 
它们 不 可 能 同时 为 常量 ,否则 | 
. f(z) 7st) 


就 成 为 常量 了 。 不 妨 设 舱 裤 不 是 常 重 函数 ， 即 存在 x1 5 rn W Mech), TE, FEE se39s r€ 
[aln h(z.)], BER hz) 的 连续 性 ,所 以 存在 zy € [en 22] 848 h(2) = r, TEIG + 1) + f(zo) = r, 
因此 , f(xo+ 1) 与 J(z0582 8 Hm. 2 SE ES. TA, 

19.10 $ zy r, EB (f(z)- GD- 引得 到 

fr) -fly) < |== wis, 
x-y 
MiA 
| | limiz -yl2=0 
得 到 
kay £- 
因此 ,函数 Fo 在 每 个 点 ze R 处 都 可 微 ,而且 E=, 因此 , 它 只 能 是 常量 。 

19.11 概 设 函数 f(z) 满足 题 中 条 件 。 考虑 定义 在 区 间 [5, 1] 上 的 函数 gle) = 了 (x) +z- IT， 因为 
JGV, U g(z) 也 连续 ,而 且 g(0) = -1, g(1)=1, AE, 存在 cE 得, EB gle) =0, EB f(ey=1 
~ c, 根据 拉 丫 裔 日 中 信和 定理 {定理 33), 存在 点 &E (0, c)55 b€ (c, 1), 使 得 

na A- FO) 
Í (a) ee 
l — fl} - füc) 
P) = 一 
lk, | 
"i z _1- _ 
POFO Tl 
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人 pr 


19.12 首先 证 明 , 对 任意 KEN, dL BARHAN., k G) 是 满足 题 中 条 件 的 任意 一 个 过 
函数 ， 因 为 A(0) = AD ,所 以 d =1 满足 条 件 , 考虑 自然 数 h>1, PRR 
| | g) = (z ++)- Gy, 
sinni AL]EN, mD 
s0) = /(+)- 10, 
TORIES 
(#7) 0-1 (e) 


之 和 等 于 0, 所 议 其 中 既 有 非 正 的 数 , 也 有 非 负 的 数 。 色 此 ， hR g 人) 的 连续 性 ， 存在 to, 使 得 (zi) = 
0, Ri 





f(z + Doj EAP 


这 表明 ,对 每 个 hE 入 ，d = 二 满足 题 中 的 条 件 。 其 次 证 明 , 任意 一 个 不 能 表示 成 二 (hEN) 的 d Ef0, 1e 
部 不 满足 题 中 条 件 ， 到 hen. 使 得 Rd<1<<(&+ 1)d。 并 考虑 定义 在 区 间 [0，d] 上 且 满 足 等 式 _ 
FD =0, J(1-kd)=- R, f(d)=1 
的 任 一 连续 函数 ffz]， 抠 这 个 函数 延 拓 至 区 间 [0, 1] 上 , 使 得 对 每 个 zE [0, 1] 都 满足 f(z) = fr- d) + 
I, 这样 得 到 的 函数 总 连续 的 , 并 且 | 
fO)=f0(1-dy+1=/f(1-2d) *2=.. a f(1- kd)+hk=0= (9, 
”而 对 任意 zxE [0, 1- d], 都 有 
| f(z+d)= f(z) +13: f(2), 

RRN d Ramdas, 

19.43 FHER, 如 果 hEN 不 是 整数 的 平方 则 了 CYR)=0, 因为 Vk é Q, 故 f(wE)=0. # 
下 的 是 证 明 ; 视 限 


存在 且 等 于 0。 取 定 任意 的 e>0, 则 只 有 有 限 个 分 数 卫 (从此 蚀 设 pe Z, qe N, B (p, a) = DREK 
cacct, 与 |2- Vk |<. 
Bf, E de (0, D, EREK N= (VE - 3, S/E +) 中 没有 具有 上 述 性 质 的 分 数 。 如 果 z= P c 
L, 是 既 约 分 数 , 则 
' | TE B | :|<vF (k +L k +1, - 
因为 Re = p? € ZO, BELAC- p?1 21, 因此 有 


ro | | HG) a Eaa vi 
r= rau g -d q Pk- pši 
q g 


<el k +1), 








Mim rci Vk 是 无 理 数 , 则 mn 





EER 论证 绪 。 
19.14” 设 存在 长 为 4 HRAMI, 使 得 对 任意 nEN， 都 有 "(NNT= =é, 则 对 任意 mm s€ N, 有 


[ 2286 1 


fa DN fet fn CD np = fC) =$, 

因此 ,集合 f), POUD = POU) MARZ. 5— JIR, 对 任意 n€ N, 每 个 集合 训 ( 站 是 中 阁 干 
个 的 长 度 之 和 六 本 的 区 闻 之 共 , 因 此 ,它们 不 可 能 者 是 两 两 不 交 的 ,了 矛盾 ,结论 证 毕 ， | 

19.15 ithir, y) = fU) f(z),. WAR h(z, ER y BH 3EBE > i, BANE >=, 有 
hir, y) >90, 以 及 
ñ(z,r+g) 
h(z- g, z) 
首先 证 时， 对 每 个 zE 员 ,8>0 Aoa yc. mR ryt É z +<, 则 四 条 御 ， 有 (z, zt 办 到 
2h(z- 1, z), 此 外 ， 对 每 个 后 >0 都 有 0, y) <2h(- u, 仿 。 固 此 剩 下 两 种 情形 ， (了 -3<Dcei (2) 
z<Ü<z+g. 注意, 对 所 有 了 0 u>0, 有 


git, y)= 


hizt by, z+ 3)< Uh rz, z= +u), (D 
事实 上 ,有 
h(z+y, z+2g)< 2B(x, +y), 
k(z+2g, z+ MW) hE +g, zy 2y)< Ah(z, z+ y), 
出 此 得 到 ， | | 


Klaty, T+ 0) = hz+y, z+ 2) + hle + 2y, z+ WW) f(z, rty) 
考虑 情形 (1): 如果 


#- u<0<z- 


则 由 式 吕 可 得 
h(z, f+ <É z z )<@(z-u, rz)y<1i4h(z- p, z); 
如 果 cr 
则 ry rrty My -2 
AHAD EE 


hiy -r, r+y)<hly-az, 3(g-z))<Eh(0, g - z), 
XHA Alr, g z)<<h(9, g — z), 所 以 得 到 
BT, x+y) = hz g-z)+h(g-z, z+0)<C1h(0,g-z)<14h(z- u, OLH- y, z). 
在 情形 (2), 有 
h(z, 0} < 28(2r, z) <2h(z - p, z); 
k(9, z+v)<28(-zr- y, 0)<2h(z- 0) =2h(z-g, z) + ah zr, DBE u, £). 
EU, kæ, rty) chl- 1 m), Ka AAE, yc MEy 时 。 由 此 得 到 gf(z, y) <14, RRE 
BH: 对 所 有 zE R, y>, 有 | . 
| gz > 


考虑 递增 函数 f(x} = - f(- z), 并 令 


~ (z+) - f (z) 
AE OGEN 


因为 
= 一 1 -.--- 一 `. 
g(z, y) 一 gt -x, y)’ 
FAS z = 0 BCS 89 g2>0 125 Al AE AEO, NRA 
Legena 
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于 是 ,如 上 所 证 ,对 函数 plr u), £ (2, )<14, pre R, y>, 由 此 得 天 


_ 1 I . 
gir, D= e 2 14 ° ` 
$20 函数 方程 


20.1 在 函数 1(x) 满 足 的 重 等 式 中 取 y=1, 得 到 
FAHD (rr -1), 


即 x/(*) 圭 (1)。 当 z= 时 便 得 到 (1) =0。 这 表 表 , 当 reil, Oi, fz) =0， 其 次 ,在 原 异 等 式 中 
代入 y=0, z= 得 到 








f(0) = LORELO. ; 
由 此 得 到 ， 
F) = 762) = 0, 

最 后 ,再 代入 y=0, 7= -1, 82) f(0) = - f(-1)- (0, n -1)=2f(0) =0。 REEE AA 
了 (满足 恒等式 Jf(zy=0, z€ R. | 

20.2 在 题 中 的 恒等式 中 令 7=y=1, MAZA s2(/(1)2, Bi /f(1) sü k f(1)= 1, iR. 
两 种 情形 如 下 ; 

(D 如 果 J) = 则 在 和 昼 等 式 中 令 y=1, 便 得 到 f (z)==0, 

(D) aF (1) =1, 则 仍 令 y=1 得 到 

Z (z) + zs (x + 1) f (z, HJ z(/(z)- 1)==U 

因此 对 任意 r0, 都 有 (z) = 1, TE, 关于 函数 f(x)} 有 两 种 可 能 : 要 么 f (z)=0, = Z, 


T 
rof? STR BehacR, 


s 23 =z=0RFBFF, 
经 验证 , 它们 满足 题 中 条 件 。 
20.3 BSAH z = u 得 到 


f(r) = sinegeg, 


于 是 

Sin r+ cos ym nr COSE + SE osy + g(z) - gly). 
pp . 
. l; 1 — l. 1 
a g(z) 一 y Sin X +y cos x=g (y) ~ ay Sin g + y cos p, 
记 


h(z) = g(r) ~ 3 sin m N 3 cos z, 


则 对 任意 r, ye RRA h(z)=h(g), AREA, h(z)=c, Ej. 满足 题 中 条 件 的 函数 对 是 


Sin Z+ c@s x min T- COS Tr 
ga) PEIE, ge) = r +e 


其 中 e 为 常数 。 
20.4 iz f(l)= 1, 如 果 fm) =n, 则 
Í (Qn) = f (f (m) + f G)) = 2m | D 
特别 地 , 34 m = 1 hf, n = 并且 | 
JQ. @ 
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+ 


我 们 证 明 t = 1, FRIW, 设 
{t=b+1, b€ N, D 
又 设 f=, ceN, 则 f(2e) =2b, 3E R. ` 
-2c2 = fò f(e) + FOY f(2b + 2) = f (21) =2, 
即 1+c=1, FE, TE (1) =1。 WE 
f (n) =n, i f 个 
则 f(n+1)= Fm + F ntl; 所 以 作对 一 切 自然 数 六 成 立 , 特别 地 
f (1988) = 1988, 
20.5 在 晤 中 关于 函数 fm € M HESRH, 2 n =m = 0, 得 到 | (f(0))°=2/(0), E f(9)=0, 因 
此 了 (0) =2。 其 次 ,在 恒等式 中 取 #=1, 得 到 ` 
fG)fO()==/(n+1)+/(@a-1), rn€ Z. 
允 果 给 出 函数 了 (9) 在 点 #=0 与 #=1 上 的 值 , 则 由 上 面 的 恒 等 江 可 以 唯一 确定 了 (2) 与 f(- uyta, 然后 
xA f(3)5 (一 2) 的 值 ,等 等 , 即 可 对 每 个 nE Z 确定 了 (m0) 的 值 ， 于 是 ， 因 为 f(0) =2, B f(1)= 


EDRR f) = v 3 GENH), 所 以 函数 (中 由 四 中 条 件 叭 一 一 确定 TAHA, 函数 


fmre 与 f(a) = „ios 

分 别 满足 (了 与 (2 的 全 部 条 件 , 事实 上 ,有 
(1) (0) 2+ 20, f(1) =21+2- 1= 3 
f(n)f(my= (27+ 2-9) (2 + 2°) = 人 ma- fnm) + + f(n- tü), 

其 由,m, më Z, anan .: 


(2) f(Q) =2 cos 0=0, f(1) = 2 cos f ` 3, 
f(n)yfOm) = 2 cos -人 cos T = 2 cos Em 
+2 cos pa- (+m) + fr- m), . 
BiH,n, m€ Z, : i | ` _.. 

20.6 在 基于 了 (2?) 的 枉 等 式 中 令吉 =0， 得 到 2 了 (和 二 了 n), n€ Zt, 当 #=m=0 时 ， Æ f(0)= 
心 。 其 次 ,在 恒等式 中 令 H=m， RR JE + MSS, TIGNE. FE, 一 方面 对 妊 意 m € 
Z+ 有 L C 2: | 

: - film) = f (Sm) = f (9m), ` 
Tu — J is 在 原 恒等式 中 到 n= dm, 得 到 
fiam) +f (2m) = f(9m). 
因此 ,对 任意 mE Z+, 都 有 f(m) = 0. TE 对 任意 Pus 部 有 


fn) = F(3m = + Fin) = 0, 
也 就 是 说 ,只 有 当 fm) 二 0 时 才能 (县 实际 上 也 } 注 是 原 恒等式 。 
20.7 在 题 中 两 个 恒等式 中 都 令 *=y= 由 得 到 
F =2f(0)g00) 与 g = gO- (/(0))2. 
(0) 
否则 由 第 一 个 等 式 得 
GOLER 1 <0, 


所 以 由 第 一 个 等 式 得 到 ，f(0) =0, 从 市 由 第 二 个 等 式 得 到 g(0) = 1 zü g(0) = G. 但 是 后 一 情形 是 不 可 能 
的 , 否则 在 第 -- 个 恒等式 中 取 y=0 便 有 . 
f (z)= =/(z)g(0) + g(e) F(0)=0, | 

与 FOTRE RRETA e Tenien f(0) =Q, g(0)=1. Ei f(z) = sinz, g(a) = cos z Bj 
Ei 

，20.8 在 原 恒等式 中 令 y=1, 便 得 到 桓 等 式 

JISE- Ell reg 

BE f(z+1l)=-/(z)+1, 
A: ARA EQ, neZ, 有 f(z+n) = 了 f(r) * n, 因此， 

f(n)= f(1)+n-1=n+1. 


其 次 , 在 原 避 等 式 中 取 z= L, yon n€ ZZ， 得 到 


TORORO 


从 而 


PB 


最 后 ,到 z=p， y= PEZ, qe N, 得 到 
f (p-Ż)-= /()- (+) Í ( p+ 二 + 


1 (2 P.) = (p+) (+ + - 工 -了 -+ 
于 是 ,只 有 函数 f(z) ==+ 1, 满足 题 中 所 有 条 件 。 
20.9 Y, it n<100 5 n + 112>100, Eg elpo, FE, ` 
Fin) = fO f (n+11)) = f£(n+ 11- 10) = f(n+ 1), 


由 此 得 到 ， 


因此 ; | 
a. Zt = (091 =.… = f(100 = fF(181) = 91. 
现在 设 n<—90. Em € N. 使 得 90= n + lal, MA 
fin) = f*(m+ 11) = = fHn ilm) = Aer Lm) = PON = =91, 
这 就 证明, 对 任意 n<c100, 都 有 f (n) = 91. 
20.10 (1) # F0) =9, URERRHG, se=lshqrefG+D= 1, Ep t 


f1, 
Bib r=a+1, 则 由 条 件 念 得 到 ， 


fla+ DF Í panl Jas, 





s i) 
因此 tai). 
由 条 件 外 得 到 ， 四 
—1 -1 
¢ n+l * 
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d — 
L.l 








如 时 | a 1t 5, 

则 lcs- D< l<, 

FE Bo p 
10 es E5, 


(2) a=, pat fet. Mca 
Had- fa) SELE. 50, 
MIASA). BEE 在 (0，+ eo) RRM 9 Fa) 满 中 条件 GD; 册 于 
f(s) + = 3559, 
所 以 fz) 满足 条 件 @; 最 后 , 由 于 








NO EOIS s — Hs rh 
即 f(z) 满足 条 件 @@, 所 以 函数 
ja -< 


合乎 题 由 三 个 条 忻 。 
20.11 HAIM, g(n)==h(n), ne N. BER AH GO), 
f(iny=g(n) -hin +1=1, n€ N, 
设 有 某 个 #8EN, gmk) AA fl, 所 以 对 任意 #EN, 有 
h(n) = g9(n)+1- /f(n)<g(n), 
FE. h(n)<p(n) = 名。 很 据 条 件 (2), FE n, c hat N, Ril, e, 大- 工时 ,gf =i, 从 而 
h(n)< k. FEA), o, R(n i), B(n)i& R AW PARAS 1, e, R- ll, KRE UME (E1), 
him). him), oo, hin) KAREAR TAR, 23 38 #F01)2 18, Š nee 
20.12 RAJA m=, n = 3, m53, 依次 递增 县 取 遍 所 有 不 是 整数 平方 的 自然 数 , 含 
fum = (m), HR REN, mE Z*, 
则 emil = (naa), 月 每 个 n>1 RE k, m, EE n= n... EXASS F: 
FrD = |， Fwa) =| 3 R B SON, 


Nil w+1 当 上 为 偶数 时 ， 
其 中 REN, m€ Z*, 则 f(f n)y=xs, n€ N, 
20.13 (1) 例如 m% fln, m)=n, s, me Z 即 满 足 题 中 所 有 的 条 忻 。 
(2) RETER, PHA keZ, 在 在 满足 题 中 条 柏 的 某 个 函数 /(n, m}， 它 的 每 个 值 都 不 超过 
RC 不 小 于 衣 的 情形 与 此 想 仿 }, 则 在 sm m(n mef) 的 情 中 总 有 最 大 的 ， 谈 其 最 大 情 为 = f (no, m), 
于 是 所 有 ftl, m), f (8, mo 土 1) 都 等 二 1 否则 ,有 ` 


Í (no, Mo) = A Un = l, mo) + f (not 1, m) + f {mo mo- 1) + Enp ma + 1))<1, 


反复 应 用 这 一 结果 , 得到! 对 任意 ww, meN, 有 
[= (no, ma) = f (motl, m.) = f mot2, may = = f(n dn, n) 
= ffin, Tt 十 了) = f (ntn, mms 2) = o = f (non, mim) 
因此 , f (z, m)=1, SER FE3F AS, 
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20.14 点 (n, m) € S kR Ti ntm EAR 奇数 而 分 别称 为 偶 点 或 奇 点 ， 设 万 有 二 数 g(n, mE. 
在 , 则 其 反 函 数 g 1(n, m) 也 是 万 有 的 , 定义 函数 f(n， 二) 如 下 | 当 (n, m) € Š 时 ， 
fin m) -{ my, : WE tn, m) 2348 s, 
' gp 3 (m m), WRC, mM ARA. 
注意 ,点 g(n, m), g 1(n, mm) 都 与 点 (4, mm) 有 不 同 的 TB EE, 因此, 对 任意 点 (tn, m) € S, 有 
_ jg l(g(n, m)) =(n, m), WEC, m) EAA, 
ff Ch, m)) "lto, m)) = (n, m), WRU, mE, 
这 就 证 明了 得 等 式 
f(fOn, mm), (n, m) € S, 
HERM, 通 数 f (n, m) n 38 B, A Y uE B 6 82 F: 1245 89, RERE, 函数 g(n, m) gn, MEEN 
有 的 。 
20.15 设 数 对 (n,m) 满足 man, nmim+n)#0, E 
Íalt, YY al, YE f... (z, 1), m, YE K. zu(z +g)=0, 
其 中 | 
fila, y) = 二 H + ( r ke Z. kz0, . . 地 


首先 , 当 k=l 有 - 

fir a0, r yEeR, . 

其 次 ,对 站 的 其 他 不 同 取 慎 范围, 给 出 三 个 极限 公式 。 如 间 RCO, MIEREN yyl, 有 
limz* = lim(T + y)” =Q 





从 而 
im hæse h. C © 
如 果 ke N 是 偶数, 则 
f (z, n=}( Zart 2ye $ e=), 
从 而 F 
um Ae) i, | @ 


最 后 ,如 果 ke N RAR, ARALO 
. (z, niy i eriy, 


i 


lim PEGEN i Ho) = - U, 全 


sss 


下 而 证 明 , 除 提示 中 的 数 对 (4, D952, 5h 只 有 ( - l, DREE RH ERE. 
(1) m, nE N ERAR HARQE AERE ER n4 





2 一 lim mtt Festa Ho) _ = lim fatz, Ya). . lim r H) 
Tt + k>a ara Z= mn 
miaj, E I 
型 十 # _ m 
2 一 = 
ffi " 14 
s ED 
从 而 a ` ` . ` l Fy 


所 以 m= n= 4, 但 这 是 耶 可 能 的 ， 因为 
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A, DAA, DD) Gü,D. 


(2) m, n€ N AETR nat: f PRE sms, 当 m, n1 时 ， 
tim. Lanla, s80) _ = lim fa fz, 1 i Ct, Po) 


p T — 


Siim 1 fal #0) Ale so, 
r È T gmi 
2355 filz, u)==0, AiAi manel ER Í IB "eN RAA 所 
tim Larti 4791 = =Ü, 
m= tH + H 
FA, 


(3) m, n€ N 有 一 个 是 偶数 ( 记 为 中 区 另 一 个 是 奇数 ( 记 为 们 。 如 果 g&= 1 MA, 和) =0， 且 由 是 
中 的 恒等式 ， 
2 -2 _ 
fst, 1) E s0, 
从 页 2 -~ 294 = 0, 但 p+ q>1, AURR. JR g>>1， 轩 此 由 式 多 与 国 得 到 
lim dee gf M) tim PE lim AlE =- 


f+ gam F -i cu 





I p + q e Pr SX, HAAD, 
Jim 了 Feta Yo) g). = 


gan 


ü 
从 而 p =2。 出借 等 式 得 到 ， 
BEED s AADIL D S fol D = 


A 


Sto a 265, BD 3+g= (=e, 


因此 , g<. BD q E 53, B q>1, 所 q € (3, Sr, 这 就 是 提示 中 所 说 的 情形 。 容 易 验证 ， 数 对 (2, 3) 
F; (2, 9) 确实 满足 题 中 的 要 求 ， 
(4) m0, B ne N 是 偶数 。 国 为 有 光良 + LARE m+n AR GARAE A 
lim Í... fle Ho) =Ü, 


E m 


lim "td pe Ho) faz, 4 Hol =lim f, (s, vo)lim alz, Yo) = Ur +0, 


R 


gi 


(5) m<0, B n€ N EAR. WRA =1, H fn(1, 1) s0, 由 恒等式 与 式 人 @ 得 到 ， 


+) 
fnll De 0, 


住 这 是 不 可 能 的 ; BIS m + n<<0, 因此 ns, 从 而 n>1。 于 是 ,一 方面 , BQ E 0488] 
lim -als od {aks be) -Tim fafa, ylim Ele) = UE 0, 


f 


-Au HA m+ n<n, E n- 16 N REB Pel Hi (4) Fo gya l 








， m menen- ikh, 
lim Sarli Ho) = 2 
=>= 2 Te 2#m+n=n-1BF, 
Hea m+ a= n-1 E. 
-ytl > 
+r nel’ 
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m m= -1B1= n, Blm=-1E n=3, HF 
fala f G, p= TEE, i (rry. 


gS(z+g)+z(z-+y)-zZl -3Y ay -3ry =? 
二 复位 + 3 


Le DE f H). 


+y try 


所 以 (~1, kang. 
(Š) m, n<0, W| KG, 
limf,(z, Yo) for yo) = 区 一 
i 
= Uy 
in Fa. a ÜZ, Ua) r . 
EA mnog, m + 20, FEE 
PET g u 
mn FR 





Am fakts g) f.(z, YE melt u), FA. 
TE PAPERA m, ny. (2, 3, (2, 5) 与 (一 1], 3)。 
20.16 在 第 一 个 恒等式 中 取 z =y =0 与 =# =1T， 则 得 到 JO, z) =1 5 f(1, 2) =1, Hik, 取 x = 
#= -1 X TE 
1=/0.2)=sf(-1,2/C1, 2) = (Ol 2, 
Aie fi-l, 2) =1. RR, 由 第 二 个 恒 锋 式 可 得 jz, 0) = f(z, 1) = f(z, - 1) =1, 由 此 得 到 
F000=1, FO Afe 
TENEN ERAF yR. 当 zA0 时 有 
1=f0, 2) = f(z, D Ez) 


内 此， 


其 次 , 我 们 得 到 








但 由 于 
f(s TEG Ez) 
(E N aah ta, 
所 以 / (+, z)=1, 
于 是 ,有 


1= fiz, 1)=F (2, 二 f(t, z) = fiz, z)£(z, -1) = f(z, -2), 


HI f(z,r)= fir, -z)=1, 最 后 , 当 了 天 0, g==0 BF, E | 
fle WD = fe DE) (Es) (Zu (8. a)r) 
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HUE (z, pi z) =l, 
20.17 WRRR A 丰 满足 第 -个 但 等 式 , 则 | 
Fizy try] (ey) + fz + 二 f(y) +t Fr) + FU). z. z€ R, 
即 f(x) 也 满足 第 二 个 恒等式 。 现 在 设 足 数 f(z?) 满足 笔 二 个 恒等式 , 在 其 中 令 =w+ b=, 得 到 
flz+ ú+ ú+ Zu-+ mor QU Tu f(z)+ f(u tutun} f(zu+ ro + zuu) 


对 futet AESSR, LRA 


{tt EH + r= fr} + f(u)+ ft) + f (uu) + Firu + zu+ suw), T) 
在 位 等 式 呈 中 交换 变量 T, w 的 位 置 得 到 
f(z+u+U+ ru + ZU + uu + ruu)== f (z) + f (u) + f(v) + feu) + J (zu + uu + zu), (2) 
mE FADD ,得 到 | 
fuv} + fizut rut rus)= f(zu) + fr +t uu + zuvw), g 


在 和 等 式 集中 令 z =1, 便 有 
(su) + f(u +u +un)e=f(u)+ f(u + 2uu), 


BI Fine) Fu) + f(6)+ Fu) + f(u 2u), 
从 而 f(u) + 2f (uo0) sf (u+ 24v), © 
WANAD HS s=0, A0) =3 了 (0), 因此 | 
1(0) =0, @ 
WE Aio = -1 FNSS) f(u), H. 
f(-u)=- f G), ® 


EEFRDHS 0= - 3， 得 到 
O=- 5). 


HASSO 得 到 | 
f0@0=2/(5) m ff + 
HERAT 地 ,有 
Fut 2uu)== f (u) + f (2u), 
AFER 26 = t, 得 到 l .. 
fGu+ut)==f(uy+ fy. 


PE, 当 rA BEEG, Æ 
O le+p=fí(z+ z t y=) f(s) fO, 
m z =Ü B$, IH AS, 上 一 恒等式 成 立 ， 这 就 证 明 ， PHE- f(z, 四 满足 第 一 个 恒等式 。 I ` 
20.18 首先 证 明 , 对 任意 k>0, HA | 
Fyk a Ahel, 
(1) T R€ N, HR REl, BES /(z1) =1.z2,f(z), RERAN REN XE, AA 
Jayr (z) +z f (z)==z* f (z) tah H aED, 
所 局 忆 等 式 对 有 + ] 也 成 立 。 于 是 ,恒等式 对 任意 REN RE.. 
(2) i R€ Q, k>0, B kat 其 中 p, q8€ N, ADA 
mpr F iah 
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| f((zr)e)==a(z9)="1f (zÓ); 
这 两 个 恒等式 的 左 端 相等 ,所 以 有 
j= za f(a), 
(3) i$ ke R, RSO, MREA RKA Ri k …， FR 
lim k. = k, 
因为 汤 数 CNES, 所 以 对 任意 5 之 1, 有 
f (zt) = lim fr") = lim krti f (z) = kalfa), 
其 次 , 由 己 证 的 恒等式 容易 求 出 函数 DVRA. RALL f=lnz, Bl z=et, 则 得 到 
flr) = re = ter-1f(e)y = Iz, f(e). 
员 . - 方 窗 ,对 任意 c€ R, 函数 了 f(z) =c lr 88 E Ei ra 2 E, 
20.19 (1) 首先 证 明 , 函数 JER RAAN, 即 对 任意 的 g€ K, rey, WA FEF f(u), 

X Ear, ye R, u= f(z)= f (u), BI 

r= f'(x) = J*(u) = Fy) =s. 
其 次 证 明 , JAAR., GIE z = r r, 使 得 要 人 么 

Fr} fl), Fro) > f (za), 
EVA F flah Fafi). 
无 论 在 那 种 情形 ， 都 有 #4E R, CHIT Hep 5 F92, EAF Fa f(x3) 之 间 。 这样， 出 于 
f(z 是 连续 国 数 ， 对 区 间 [m, 521 与 [zz, 23] 分 别 应 用 连续 函数 的 介 植 定理 {定理 27) 便 知 : FE uE (zi, 
Xz) 与 >, € (Ta, zs), E Jle) =u 与 f(zms) =u, 不 可 能 。 最 后 证 明 , f(z) =z, z€ R, GW € z€ É E 
Flt FIRR JC) >to 由 于 OLAREMI, EARRA. 在 前 一 情形 下 , 有 

z = F (x .)< f (f(z,)) = (z a) < f f(x) = F° (mo) = os 


而 在 后 一 情形 下 ,有 
. Firo) > f Ct) 
从 而 
z = f (PEDS P E) ) = f (24) Fao 
K. 2 8248 P) BË, 
(2) Egk 
z, E zë 11, 2, 3}, 
O= 和 如果 reR， 
l, 和 如果 T= 
满足 题 中 所 有 条 性。 


20.20 设 了 满足 题 中 人 条件 。 FERA glr) = f(z) = z, 首先 证 明 ,对 任意 RE Z*, 有 
+ fr+ Eg(zy))==z+(FE+ l1)g(z). re FR. 
当 有 =0 时 ,得 等 式 J(z)=z+ g(r) 成 立 。 设 恒等式 对 菜 个 ke N 成 立 , 即 有 
(z+ Rg(z))==z+(R+1)g(z), 
由 此 知 
f 1(z+ (R + 1)g(z))==z + kgir), 
Harga ARA ze R. 
ftr+ (k+1l)g(25)==2(z+(Ek+1)g(z))- f'l(z+ (R +1)g(z)) 
=2(z+ (R +1)8g(z)) — (z+ Rg(z))==z+ (k + 2)g9(z), ` 
MEZAN Ë+ i 也 成 立 , 出 此 还 瓜 知 , 对 所 有 REN 有 恒等式 
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— f'iGe+ hg(r))=r+ Ch-1)g(r); ze R. ` | © 
BATE 对 所 有 keza ` a 

ago hg(2), z€ R, 
由 此 得 到 , 对 所 有 Fe N, 有 
Flr- Rg(z))==z-(kR-1l)ə(z);, z€ R. E 
其 次 , 注意 , 函数 (37) + f 1(z)y==2x 是 严 桔 递 增 的 ， 而 由 fz) Nra p, f(z)EPS ASS imas. HF 
f(zy5 六 (9 同 增 减 ,所 以 f (2) EP E A, 从 而 , 4 k E EF akak, 产 (z) 也 是 严格 递增 的 ， 最 后 证 
R 9(z) 是 常量 苑 数 ， 否 则 , 存在 z; mE R, rz; 使 得 g(x1)<9(x2)、 由 下 ,存在 REA 使 得 

i _ g(z,)) > |z: -71| >0, 
B o. -= kg(z,)2>zy — h9(za) 
或 二 + kalan) Dr + gliti, 
在 前 一 情形 下 , 由 函数 产 ia 的 严格 竟 增 性 得 到 
Fle- kgl) > f (ay — gG). 
HAG, q i=1, 2 时 ,有 
f(r kgl =f E (- k l)g(z))=f-**2(z,+ (— R+2)9(z,)) 
= (1) Er; 
EKER >x; 与 茹 一 和 20 巴 盾 。 同 理 可 证 ,后 一 情形 也 不 可 能 。 这 就 证 明 ,8fz) 基 ce。 从 而 
f(z)y==z+ c, rE R, 

注意 , 对 任意 c€ R, ER =r c Wie En Ha 3 EE, 

20.21 Eh # 1:82], GEE yA, 有 
P= a a , z€ R. 


LARN rE, Pata 
Faja VE EU =; | | 





— 
一 一 


a f(z- 2y) — 2 f (z) 
dy? . 


上 上 式 仍然 对 > 可 导 , 因此 
f” (=Í (z+ ży) + res -— 2 (2) 


= 830 (2, fx- dp) f(x) _ r+) Zt w j=, 
dy? dy -dy 


于 是 ,所 求 的 函数 必定 满足 f! (z)=0D, AE 
f'(a == f'(0), F'(z)=f'(0z+ F' (0), 
f(r)= z+ P(0)z + f(O), 
注意 ,所 有 还 数 f(z)=ar2- br +e, 其 中 0,b, c€ R, 都 具有 题 中 所 说 的 性 质 ， 
20.22 ZE RHES S z = g = 0 885 f(0) = 2f(0), BI f(0) = 和 0， 对 任意 zE R, HESA 
fiz+y)- f=) ty VER 


得 到 
#'G)=lim 了 二 全 = jim IU) + 2zg 
vj 4 
=27+ lim fu) w- fo =2x+ f0), 


Y+ 


因此 , 所 求 的 函数 满足 
Flr) =f) -AO = | Pedret FOs, 
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注意 , 对 每 个 pcE R, mi fT) =e ror 8 g BGU na A 
20.23 KXFAM f(x) 的 恒等式 中 令 z=y =0 得 到 HOG -1) = 0, BE f (0) =0 x /(0) =1, 
查 如 果 f (0) =0, MAAFA O= (e), z€ R 得 到 ，f (2) 寺 0, 与 题 中 条 件 矛 条 因此 ，f (0) = 
1. TENER. ER f(z) 在 整个 数 轴 上 处 处 可 微 , 事实 上 ,对 任意 z€ R, 有 
了 (z+ 二 (7X)f(y) uc Kk. 
由 此 得 到 


im {E20 =A) Calin 4 -10 


注意 , 上 式 左 端的 极限 存在 ; MRS T | 
F(e)=f(0)f00, 
设 P(O) =a, 则 产 {z) =af (zx)。 这 个 函数 可 以 任意 多 次 求 导 。 事实 上 ,有 
F af =a (2), fr' (z) PP (x) = at f a), 
等 等 。 于 是 ,对 每 个 rE N, WE JOE) =P], 


i 2983 


— r. r —s w. w n T re 


“$321 多 项 式 的 根 
21,1 根据 韦 达 定理 (定理 99), 
J+% = 一 月 ， nm o 


VARTER A HHS 几何 平声 全 之 间 的 不 等 式 (定理 6), F7 
zt+ b= (zi + 25) — ZT {2 (z, + z) ~ar) = p+ 7 (2p Egr zpr) 


=p tr 2+ go >2+2 pt Era =2+ J, 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， | 
21.2 SERASA + pu r q($EiR p = rA AiE Pl p s q W p'>4q, q>0, pxo 
时 , £N zt + pz +g 4 48348. MUSIK AAKRE — 2, -ta Za to, AE z r 
0), MH AAEE | 
| “2 r+ 
相 容 ( 见 圳 达 定 理 及 其 道 定理 ), 即 q = 0.05 p 时 ,它们 组 成 算术 级 数 ， 因 此 ,所 求 数 对 p, q 应 当 满足 p< 
0, q s 0.09 p23( 由 后 一 等 式 可 以 得 到 p'2>4q M g0), 
21.3 .根据 书 达 定理 , E 
atß=-p, af=l, Y+r6=-q "Š=, 


出 此 得 到 
(a-Yy)(8 - Y)(a+3)(8+ Y= (af - (a+ BYY +Y Haf + (o+ By +à?) 
= (1 + py + y2 (1 — pó + 8) 
= (2 + 1 + p202 + 09) + ptr - ó ÂY? y p02) Yd 
=(Y+0)'+p(>-—- )(1- óy)- p’ 
z- p°, 
这 就 是 所 村 证明 的 ， 


21.4 ”根据 书 达 定 更 ,对 多 项 式 ar- lam + prt 的 要 zo Tay Fas 有 
44 + 立 3 + Ta=1, rir + met sre = Ë, Tyt, = 一 B. 
ME | 
1 1 l `_ Egat tatt YN_1 Br O BNL 
mitata t) Ga 7 a (881 ae ) 1 ( ) 1, 


Th zy wT Ë x 


21.5 作 变 车 代 换 = z - 3, 刚 其 = 了 一 对 yy = # J =Z — Š PSHR 
(y+ y+ + aly +3) +a =y + d+ (a — 9)g +da - 27 
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的 根 。 由 韦 达 定理 ,有 
Vitia tf = —3, bri re =a, Yisa 21- do, 
此 外 , 由 假设 还 有 
++ 六 = 人 0 
不 难 验证 下 列 恒 等 式 成 立 : 
YË + + pi (gr ty + ya)? ~ BCU yobs obi) (Uy + Ya + ts) + IUN 
由 此 得 到 ,& 合乎 题 和 月 要 求 的 必要 号 充分 条 件 为 
0=(-33 -3 多 (-3+3(27 -40 = —21-3a, 


即 a= —9, 
21.6 根据 韦 达 定理 , 多 项 式 了 了 (7) 的 根 u, o $ü uo 满足 


H+u+MuU= -0 wu(l+8u+u)=b, = 一 人 
由 此 得 到 , 33 ol 时 ， 
b-e=uy{(l+u+ e+ uv) =u0(] - a), 
即 如 是 有 理 数 。 因 为 wp = - c, 是 整数 ,所 以 us 也 是 整数 (网 定理 61), 因此 ,出 
P(1)-.+P(-1) -2(1+ P(0)) =(1+a+yb+cy+T|(-1+a6a-b+ey-2(1.e) 
=2(a-1)= -2(u ++ us+1) 


= —2(1+uy)(1+s5y=as0, | 
2P(- = 2(- I-us)(-1-Ə)(-1-uo)=-2(0(+%86)(14+u)(1+0) 
2P(-1) 
得 到 POPS aTr + 


EER, 当 4=1 时 ,有 
| | OÜ=u+u+uu+1=-(uúu+1)(6+1), 
因此 有 一 个 根 为 - 1; BB 2P(- 1) = 0 663 E akapa, 
21.7 根据 韦 达 定理 ,0, b "应 满足 
(1) a+b+c= -a, (2) sb +bc+ea=b, (3) abc =-c, 
如 果 c=0( 或 8=0), 由 (3) 得 c=0, 由 (1) 得 b=0, 因 此 可 以 假设 520,b0, WR esi, iael 


H(D# b= -2, ER l -2,0 是 方程 z+ - 2z=0 WR, ReO, 则 由 (3)， b= 二， 由 (1} 和 (2) 


WE e 8 bt+ b - bt + 2 = 0. 这 个 方程 仅 有 的 有 再 恨 是 ”= -1, 并 且 @= 1， c-l 事实 上 ,方程 
= 
有 1 或 -1 EBR, 
PG°z=zt+z2-l1=(z-ay(z-5y(z- eyr- d) 

BR. BTE HA 

{aby + {cd} +0b+cd+l1=0 
《由 此 即 得 所 澳 的 不 等 式 

(ab) + (ab) + (ab)a- (0b)? -1= (ab) (ab)? - (> ) +ab- +1)=0, 

因为 由 韦 达 定理 ,有 obcd = -1)。 事实 上 ,由 P(a) = P(b) =0 可 得 





因此 得 到 x 

errara 009 =- (+o)(l+d), 
同 理 可 得 (edP =- (+a) +b), ATE . 
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(a5)8+ (cd)°+ab+ed+1= -(1T+c)(1+d)- (1+a)(1+5)+ab+ ed +1 

: l | =-l-a-b-e-d=0, 
因 汐 由 韦 达 定理 ,有 Gtbtictd= 一 
21.9 因为 多 项 式 P(z)=az'+bz+ efla>0) 有 两 个 不 同 角 和 根 0<r,<>z,<1, 所 以 bde, X H 


达 定 理 ， 0< <1, P<, Bla>c>0,b<0, HPU =g+8+c>0， 因 此 atc> -5 将 号 -不 等 


式 丙 端 (都 是 正 的 ) 平 方 ,得 到 名 + 220 dob, 医 此 有 (a-e) >b +40, HETA o-c, mE 
a<4, 则 整 系数 ac 只 可 能 有 三 组 : | 
01=4, cl=2 a,=3, c =1l; a,=4 cel, 
üg 3⁄ b S 5 38 E BS = 4-2 kE, 
>ti- 3220: 4>b2-12>0; 9—b5b2-16>0. 
代 是 没有 一 个 药 数 能 满足 这 三 个 条 件 中 的 任何 一 个 。 因 此 o>5。 最 后 ， 方程 5z'-5z+1=0 有 隋 个 要 


和 SË, aoaaa punO,D k, 


21.10 ¿r c=0, H| c 是 方程 zt- am -和 二 的 根 。 因 此 , 祭 下 的 是 要 求 出 所 有 形 如 r-r -b 的 
F Hi E 上 和 卢 是 它 的 根 。 如 杂记 这 个 多 项 式 的 第 SARA d, N 则 由 韦 达 定理 , 有 orbr+d=o 即 d= 
-上 ,其 次 ， 
ab +ad+ bd =ab- b(a +b) = -b=0, 
即 b= 0, BU, 注意 ,所 有 形 如 (90,0,0) 的 三 个 数 满足 题 中 的 条 件 。 现 在 设 e0, 则 多 项 式 到 -er bz + 
c 的 4 个 根 4.b, c,d 没有 一 个 为 0， 由 书 达 定理 ,有 a+5+c+d=6@, 即 d= 一 (b+c), 其 次 ， 
ab+ogc+bc+ad.  bd+ cd =ab+ae+bc- (€+ b+ c)(b+ c) 


= = bt- bc- c2=0, 
abe + abd + acd + bed =abe— (ab + ac +bc)(b+ c) = —a(b3+be+ 22) -be-be 
= —be(b + e) =b, | 
Bl b= —e(b+c)=1, e +be+1=0,. 
最 后 ， abcd = ~- abe(b + e) = ab = c, 
Hi a= 车 ， Hit, a, b, c 只 可 能 有 四 组 ; 
bis =], Fig = -ltiv3 ü - -ltiv3, 
l+? + Fiz ye 112 2 y 


b, = = 1, Cyd 二 liiva, apan SETENE, 


每 一 组 都 满足 是 中 条 件 , 因此 ,三 数组 (2,b, 0) 要 么 有 形式 (a, 0, 0), 其 中 ¢ 是 任意 复数 ;要 人 么 是 下 面 的 三 
数组 之 一 ; | 





21.11 Zt, 二 是 多 项 式 22+0z+b H BLS zi, z, 9 组 成 题 中 所 说 三 角形 的 三 个 顶点 的 几 要 且 
充分 条 件 是 nO, A-D- 等 于 站 或 -六 因为 zl Ma WAR, TENNE AH E F 2ang 
Z). 这 说 明 ， 要 人 么 Ty = fx 要 么 T1 = k, 即 原 方程 的 根 为 Eos, ito, FH mo 专 1. 根据 者 达 定理 ， 有 


iri= b, 


Ë +i)zo= =a, 
m0 


[ 241 1 


该 方程 组 当 且 仅 当 o° = paet 6383429182) 2 (iz) = o + iz), 
21.12 z > 是 多 项 式 P(z) 的 复 根 , 此 其 模 |z| = 1, BU 2081 -加 -1=0 ATG 2002 -1)=1, fB 
此 得 到 , |z - 11 = 1. TE, 


(+ ?Y*1Ukmy4 
z = € 9 


Kh ke Z. HE, z 2=-1, M+ 1) (23—- 2a+1) = 0, BUT. z140, ME 2 tle0, H 
| z = z - 1, 
于 是 由 gi- 1) =1 89,072 =1. 所 以 ， 


et oe (n+2) N -77i 
x: | 


WE PURA RE HR eN, 即 n+2 被 6 整除 。 反 之, 容易 验证 a= eË 为 多 项 式 Pa 的 要 


21.13 因为 多 项 式 Pi 的 所 渔 系数 都 是 非 负 的 ,所 以 它 的 根 dnu as, …，mm BREER. TE, 
Pia) = fæ + PB) (r+ pA (+ 0). 
Hp A= -a0 l, 2 n IEEE ER CE G. € 
2318 =1-+ 1+:8.>3F121.B, =33⁄B,, i=1, 2, =, n 
注意 , 由 韦 达 定理 , fi,…B, = 1。 于 是 得 到 
P) = (2+ p60) H Ba) (2+ pp WB B TB. =m. 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
21,14 因为 POD = (ntt e ta H 是 奇数 ,个 1 是 偶数 , 周 此 gw 是 奇数 .于 是 , 对 尾音 偶数 
z, P(T) = (atg l +. +01)70+ 0 是 奇效， 所 | 以 偶数 不 是 P(x) 的 根 、 记 R=2m+1, mE Z, TRAH 
条 件 ,有 | E 
Pm + 1) = a, (m+ 1)" + + G((2m + l) + ayga, + Ong + ° + at ol (mod2), 
因此 ， 对 任意 凋 数 zo = u+], s€ Z, 也 有 | . 四 
P(n + 全 =atzu+ lya + “saus l) + ama, taraq a :++ (modd). 
TAN, Pl) _P(2u+ TD 也 是 奇数， 以 奇数 也 不 是 POIR, 
21.15 因为 原 多 项 式 有 8# 个 正 根 Z Za y Tpu 所 以 它 的 次 数 不 小 于 #。 因 此 ose0， HAARE 
定理 ,有 
Tttt tl, 
(~ 1) E nT Tpha =p ñ n 
C rar 
HBP bae0。 由 平均 值 定理 得 到 | 
| Ñ. b 
( — 1)e82.- .- 


=]. _ Ë s (htr ed van l pe +) 
-1 T z Fy : Ta 
(De | 


semasa Y aaye 
这 表 嚼 ,只 能 有 | 
| . g) = Z= = m. = - 
21.16 Zo P SSS 其 
=g+], m= 一 CE 
则 a+ ] = a ala- = al- a= b)?= ol — roa—b)+ 2aba + b), 
= (20b - 03) ( -aa — b) + (b? — ab)a 
= (at - 3a?b + b2)a + (ob — 2ab2) 
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BL l 
{at ~ 33b +b- Dla= -atb + Zab” + 1, 





从 而 at- 322p+b2- 120, -abt 23b2 + 1 = 0. 
(Gia 将 是 多 项 式 zt z- 1 BJ BR, 但 册 定 理 59, 它 设 有 有 理 根 )。 由 上 述 两 个 等 式 求 得 
p= 2a5 -29-i 
ja o o. 


zs WAR SEK a” + Jat- Ila- 4a? -42-15 Ü, 与 4 为 有 理 数 子 盾 (AARETE 59, AMA z + 
2z3- liz’ -dz -47-1l 没 有 有 理 根 )。 因 此 当 6,8EQ 有 时， 多项式 攻 -X=1 各 +07+b 不 可 能 有 公共 
Hi, . 
21.17 EST | 
Q (z) =P(a-z)= c," + aymi Og, 
则 由 定理 68, 有 | 
o =Q0) = P(a)<0, a= G (D) = —- P' (a)=z0, 
. (0. d- - pr (a) 0 . .. = - (~ EOD <o, 


BE URA 150, H Q(2)<0, WATR PG) z€ (=, oj 上 没有 要 REASTA 
P g Pbr) =b, eo tbx + bg 

应 用 定理 (9, 有 

b= RD =PO, b= R0) = PSO b EAO P ADD, 

(my (m) 
b. = R EnD P 人 -0. 

因此 , i z>0 时 R (z)2>0, 从 而 多 项 式 POETE [b，+ oo) 上 没有 根 。 这 就 证 明 ， 多 项 式 P(z) 所 有 
的 家 根部 在 (c, b) p. 

21.48 我 们 用 归纳 法 证 明 , 54 n 为 调 效 峙 ， 多 项 式 P,(2) 对 所 有 z€ R BREN (因此 它 不 几 有 实 
8), A n ARAR TR P,(z) 恰 有 一 个 实 根 ， 当 #4=0 时, PANNAS Po(m) =1>0。 设 结论 对 
NT n HAARE MEERE n 成立 ， 

(1) n AAR MEIER ANA z€ R, Pa) = Po-iz)>>0， 因 此 由 定理 31， 函 元 P.G) 8 
递增 的 , 从 而 至 多 有 个 等 点 ， 大 为 (0) =1>0, 并 且 1m P.G) = - e (BI 2, RA P.G) 2 SE 


AARU, SARE P (DEDE -ARU UREZ), 
(2) kn 为 但 数 ,由 多 项 式 AE) = P, (ORAA n0. ADRK 
re R, P0(z) = P _ (z)> 0, 
所 以 当 >ra B$, PL) SO, 而 当 z< 时 , P' (z) <0, 因此 对 所 有 zE R, 有 
PE) >P G = Paaa). =. >0。 


结论 证 毕 ， 

21.19 首先 ,因为 Pu+D(z)=0, 所 以 

| Q (z) = P! (z) +a P (z) + =+ + an POE), 
因此 ， Q(z) -aY (z) = P(z). 
示 妨 设 委 项 式 最 训 次 项 的 系数 是 正 的 。 因 为 Po 没有 实 根 , 所 以 它 的 次 数 是 偶数 , 并 且 对 所 有 工 E R, A 
Pòl BFT ORR zi S<r; ST. <. Wap, 则 因为 多 项 式 Q (z) 的 最 高 次 于 系数 等 了 多 
项 式 P(x) 的 最 忘 次 项 的 系数 , 且 是 正 数 。 所 以 | 

lim Qir} = + o°, 


由 此 得 到 , 53 >ra M, Q(D>0, Eit Q'(z.) 20 并 且 
PN = Qis) - aQ'(z,) <ü, 
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如 果 act, MH rer BF, Q(z2) >-0(I8 5 deg Q(z) =n EARN AT Q' (z <0, 并 且 
P(x1) =Q) -aQ (1) <0, 
总 之 ,部 与 P(z)2>0 838. Bl, LAR Q(z) 没有 实 根 ， 
21.20 将 原 多 项 式 分 解 为 因 式 的 乘积 : 
PIT} = ar- T(E TE) 
则 P'(z) = Pr) + Pa) + + PaE) 
其 中 P.(z) Ë n- 1>1 次 多 项 式 ,并 满足 | 
(r-r) P,.(z)= P(z), k=1,2, +, ñ, 
注意 , 当 Rh==i R. Pel) = 0, Ae (x) =P), HESAR 
Fa)=- 1 AO + L... Se D., 








Plet P(r) P: (z 
E FE), 则 它 的 次 数 不 大 于 下 -1 县 对 每 个 1= 1, 2, r, 有 
_ Flr) _ Pen 
F'(x,) = = w Ira l= Ë: 人 -1= 


MAIR Fz) 有 # 个 不 局 的 根 。 因 此 下 (z)s=0。 因 为 多 项 式 PA) 的 最 高 次 看 系数 者 是 a, k=l, 2, 
ean MUSTA F (z) th 空 ”的 系数 为 


I pa Bope a 
P(r) — H!(m;) Ft (z,) 7 
丽 这 个 系数 恰好 是 0, 由 此 便 得 有 型 题 中 的 结论 、 
21.21 根据 定理 59， 实 系 致 多 项 式 内 能 右 偶 数 个 纯 培 概 , 而 且 它 们 两 两 共 d 成 对 出 现 。 于 是 由 定理 
53, SHA P(zyul r 1382): 
. P(z)=a(zm-iaj)o (z - iün) =a(z?+ a (z2+ al), 

其 中 a, a, os On 是非 零 实数 ， 并 且 6, = 一 R=1,2, eun RESIA PO r 2 的 系数 不 为 
0, 而 z! 的 系数 为 0. 这 就 是 说 , 多项式 P' EAA — IR z= MEER, Hih 26 -“ 个 根 都 是 纯 虚 
sk. i Pr (b+ ie) =0, 其 中 52 + c22e0, 如果 P(b+ c) =0, M ori ERSTA MEARS. 
困 P(b + ic)==0, 则 由 











P' (z _ 2n 1 
PU P z- a 
poa Pb+ic} A 1 -hi 0) 
得 到 ”5 “之 b+ i(c — a) Ea) 
ma E Orie) 的 实 部 为 
£ pipice SF 
b5 1 =0, 





£ bš + (c — a,)° 
即 上 =0。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
21.22 设 多 项 式 卫 和 外 的 根 ( 连 同 它 们 的 重 数 ) 是 相同 的 ， 则 有 
P (zy = afz- ay ihe- 22] (Z — Se)", 
Ql) =b(z- z)" (z — areir- a)", 
其 中 a,b PEREP, fa eo m eN, 因此 ,函数 
f(2) = LPE) - |9(2)] = (aj = 61)1 (~ 2) e- 2) * 
FERRERA, 现在 证 朋 充 分 性 ， 为 确定 起 见 ， ik fz) 不 取 负 值 ， 则 deg P2>deg Q, GUIRA 
分 大 的 z 有 | P(z) |< |Q(z)|, 即 1(z2)<0， 其 次 , 设 
P (zy = (z — z)* P, (z), 
其 中 z, € C. n€ N, P.(2) 33 63 sk, 并 县 Py (2 )==0, X 
Q(z) = (2 —z)"*Q, (2), | 
其 中 mE Zt, Q(z) 为 多 项 式 ,并 且 Q (20) #0. FEEN, mən, BU OSM <ie 则 对 距 点 z EP 
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ITË) z, 
f(y=]z- za" (| (2- zj" P (0) 1 - Qua) 1) | 
将 是 负数 ， 多 此 ， 如 果 多 项 式 呈 有 根 z1， 2, …, 区 ,其 重 数 分 别 为 得 , m. en ma 则 多 项 式 日 也 有 这 些 
R 而 且 其 重 数 m, m, =, m 依次 不 小 于 n, na =, ia BA E 
H, Mia e iy, H+ fh + eee + fig etit + Mig t e t g 
得 到 n =m =e, m= mo Ë) deg P= deg Q, WER zo 2 =, 22 外 ,多 项 式 没有 其 他 的 根 、 因 此 多 项 式 
PQ 6583818. | 
21.23 如 果 记 (2) 能 分 解 为 两 个 整 泵 数 多 项 式 的 先 积 , 则 因为 P(z) =k 33k, 所 以 其 中 必 有 一 
个 是 一 次 的 , 而 另 一 个 是 二 次 的 , 因此 可 设 o. 
P (z) = (az + b) (ax - + b; + cs). 
其 中 a), bi, a,, b;, e. € Z, FË 
adar? + {diba + Hb) + (itg + b; Dry er + d, . 
由 定理 如， 有 aa, =1, Alk atl skay =a,= -1l, AA jal- AA P(z) 有 整数 根 。 另 一 方 
面 , 因为 (b+ 0)d 是 奇数 ,所 以 了 +t 与 d 都 是 奇数 从 而 Od i f(l)=l+b+ c+ d HERTA, TJ 
H 21.14 aa Pr) 没有 整数 根 , 矛盾 。 AE P (z) A 837 E 


§ 22 多项式 的 整除 性 和 相等 
22.1 对 E21 用 归纳 法 来 还 明 ， 当 n=0 时 , 因为 


(z+ hmly 2322 r r l, 
所 以 结论 成 立 ， 设 对 基 个 站 - 工 结论 成 立 ， 即 多 项 式 (t+ 1)” ly AR rl 刘 多 项 
st . 
(z+ Pmi ents (z + 1)2(z + 121+ t az l)(w + 1) g gtl 
i sha art ijir ly r((r+1)22[|1 antt) 
同样 被 Tiril Ez, TERRA RY, | 
22.2 ñ x,=coss+igssins, Hih e€ 1-1, 1), MSTA QUSA 
OQ (z) = (z — cos a~ isin æ) ( 工 一 os a+ j sina) = (7— 21) (z-z_.), 
HERRARNA | 
z = (cos ee + í sin ea)? = tos ena + 1 Sin era = t03 ña + is Sin Ha, 
AE P (z,) = (cos na + ie sin na)” sina- (cos a+ ie Sin na)sin na + sin(a- lje 
= COS Ho sin a — cos a sin Hat Sin(n -lja - 
=sin(l -nte + sintn -1lja=0, 
BES E (E 49), 多 项 武 PORSTAG- z), (-7-JER (因为 sin a0, 所 以 zx 与 
z — z, 不 相间 ), 从 而 被 它们 的 乘积 QAER 
22.3 注音 到 cos? i= 1- sin? i, itt sin 1 = r. 我 们 得 到 ， J, 题 中 要 求 的 次 数 小 于 4 的 多 项 式 是 
SR 
S(r) = Tele Brel -e —2 
EUSTA Q(z) =xr*+ r*+ 23 z+ 1 
的 余 式 ， 因 为 恒等式 
Sr)==PrQ(r)} + Ë (z) 
对 所 有 TEL -1 1] 庶 当成 立 , 从 而 对 所 有 z€ C 也 成 立 { 见 定理 52)， 因 为 -QE =- MAE 
量 z 有 4 个 不 同 的 车, 使 得 QI) =0。 对 每 个 这 样 的 7 ARA r= L, 并 且 
R (z) =S (z) = Tr + 8r 5r8— 2 = Tz + 8r - 5xt- 2+ 5Q(z) 
= 135 + r+ 12x + 3, 
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于 是 R (e)n 13e + 5z*+ 12z+3 在 4 个 不 同 的 点 取信 相同 ,但 它们 前 次 数 都 不 大 于 3 所 以 它们 相等 。 
22.4 出 于 多 项 式 m- i= (z-TDPfz) 和 xz-1=(m - 11Q(z) 没有 重要 ,所 以 多 项 
P(z)=l+rz+- +z" 和 Q (z) = 十 了 二 
BREER. TERETE 54 多 项 式 Q(z) 被 P(x) 整除 的 必要 且 充 4 分 条 作为 多 项 起 Pi) 的 每 个 根 都 
是 Q(z) 的 根 ,或 者 说 方程 =l 的 每 个 不 等 于 1 的 入 ( 它 自然 小满 足 方程 mes DETERE T = 
l 的 根 。 于 是 ;全 部 所 求 的 数 对 由 ,af 也 只 有 这 种 数 对 ) 应 当 使 方程 组 
. . Xm™+l=1 
SN 
AR- rsl 如 果 (m+1, n)=d>1, Mk Eng 


f Pe ，， 2 
r=cos = +isin “7 l, 


d d | 
如 果 (m +1,n)=1, 则 由 定理 24, FERN kM LI, ER klaai) +ln= 1. ZAE, RA ARANEA 
解 : x, 有 | 
Tm + = {zm tl rf = 1, 
因此 , B PE Sam, n 兴 自 仅 当 m+1 s n ERRARE RR Pk. 
22.S 设 sst = jJ, Ra k SRR, Bik S(z) = sat sir+ + st. 存 记 给 的 恒等式 两 
WARU z - 1, 得 到 | | 
(z -1)(P(z:y +zQ(z5) + 22 R (z y) )== (25 —1y5 (z), 
名 P (zs) 《25 一 1 有 (2 二 - (7 ~ Sr) + z=P(zt) + (z: — z)Q(z5) + (t — z) R (z5), 
其中 记 . | S (z) = z + Semt gyo + + Sw mi, 
S,G)=SG)-S(), mfz], 
B= E— B 3022083 8 z 的 指数 是 5 的 倍数 ， 右 端的 却 不 是 ， 所 以 重 等 式 两 端 都 应 等 于 零 ， 由 此 得 
到 
| P(zsy== - (~ 1)S,(z), 
存 上 式 中 取 z=1,， 得 到 了 (1) =0, 因此 , 由 裴 蜀 定理 , 多 项 式 Pair- 整除 . 
22.6 设 所 求 二 次 三 项 式 为 P(X) =az + b+e， 国 为 了 (2 有 裤 值 ,所 以 0, i 
P (r) TERS] _ ° +, 


20 4a 
因此 PEE s= -y 处 到 极 值 。 由 题 中 条 件 ,有 
| 
zz 
Mbs -5 于 是 P(z) = am -ar+c， 由 于 PG) 在 2= 康 处 取 极 小 值 - -全 ， 所 以 g>0, 而 且 
_ 8 
EC t? 
即 -$ reamh, 


从 而 -8+4c= - 49, Z P (z) = 6zx° - oat HATRA Ti RÌ zz, 则 出 韦 达 定理 {定理 55), 
I1+ Xn =1, Ziz; = a 


由 此 得 到 ， l i 2 2 | 3 
zitari [(zi t}? = 2z z]? — Beir 1 — 2e) -2e =1- + 


Bihat 有 i 
1- 4 + 20 -337。 
ü G 
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HF -2E S =168, 
a 


把 c= 49 





代入 , 解 之 得 9=1, 或 a= - SS, 38020, 所 以 会 去 os- TE, 


a=1, c- 39 - -12， 


4 
所 求 的 二 次 三 项 式 Pie) =z2- z - 12, 

22.7 ZMR P (m) = ar MERRIE f Hh a 是 常数 .。 FHA ne Z+ AAEH, RRRS 
项 式 PAER PE) -nad 2 n = 0 q n=1 hf, 等 式 显然 成 立 T. EFA n- lAn Hp 
nN, WJ 

Pint 1) -2P -Pinis (ú+ DEY, 
妈 等 式 对 #+1 也 成 立 、 因 此 多 项 式 P{z) - P(l)z EERS r0, 1, 2 …。 BERM, TAHE 
等 于 零 。 于 是 所 求 的 多 欧式 具有 P (z) = gr HER, 

22.8 将 x=0,2 代 六 奈 由 的 慑 等 式 ， 可 知 多 项 式 PARIA 1 ERSTAT -reik E 

次 , 将 P (z) = (让 一 22) 代入 杠 等 式 , 可知 多 项 式 Q(z 满足 乌 等 式 Q(X) 二 Qtr ~1)， 由 此 得 到 ， 

QD = Q(1) = Q(2) = 
It Q(r)=a, HA o RRR, FEP R BW YS N P (z) sa(t- ry, Bz. 容易 验证 ， 所 有 这 样 的 多 项 
A HANE m: sih AE E sU, | | 

22.9 将 =1 -2 人, 小 代入 题 中 的 恒等式 , 可知 多 项 式 有 根 0, ti MER r-r 整除 。 其次， 将 

P(z) = 252Y) 人 人) 代入 恒等式 ,可 知 多 项 式 名人 ) 满 足 恒等式 AEQ -1)， 由 此 得 到 
OQ(0)=Q(-1)=Q(-2) = --- 
因而 Q(z)=a, a 人 常数 ,于 是 ,所 求 的 多 项 式 Pir) =at - z). RZ, 容易 验证 所 有 这 种 形式 的 多 项 式 
也 都 满足 是 中 的 恒等式 。 
22.10 设 所 求 的 多 项 二 为 
P(z) = apt" t ap nl]... + ü r+ ü, 
R o0, ERR ai =, qi go 至 少 有 一 个 不 为 0, X RCE atO 的 最 大 整数 , 于 是 
P (zzy =a, z? + apr?” + + OT + Oy 
s=(ú,2" + t + a. + a+ aí )2==s(P(z))°, 
ES 2 条 的 系数 , 得 到 0 = 2a,a,, 与 0,280, a F PY 
a-i = = d, = h =i, 
并 且 P(z) = ouz"。 最 后 由 条 件 | 
a,zma= P (z22)== (P (z))2==s%2>" 
得 到 ,和 = L. 即 Pirja, n€ Z *, 
22,11 Z y=z-1, Qip) = P(y — 1), 则 有 | 
| (Piz-2)} = (Py - 1): = (Quan), 
Piz- 2z) = P (ut - 1) = Q(u5), 
于 是 原 恒 等 式 化 为 
Q=), s€ R. 
TES 22.10 APERI. A Q(u) =u", 从 而 
P(O) = (g +1)5, n€ Zt, 

22.12 设 非 零 多 项 式 Plr) =at a+ G + G 满足 题 中 条 件 ， 其 中 a,2=0, MERRER zÑ H 

zr 和 z 的 系数 ,得 到 da gË =a, Ai a, = 1, 如 果 m=0, 则 P(z) = z P,(z), 其 中 
P (D#0, IEN, 
HHH z P {oD (2r P. (2z2) =: (2z3 TP (RT + z) 
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得 到 Lr P (>) P. (2z22y== (222 + PDP (2 k m), 
于 是 P, (9) = 0, FA. Elita, =l, 设 g=o(cos p+ i sinp) ESMA PU) 的 根 ， 因 为 
P (2al + ay = P(e) P (2a2) 
PHT) 2o*+& HEIR, EIR, 
2a 二 机 | = |a + | (2'a|*- 1), 
所 以, 如 果 (a| =p>1, M 2e +a >lo], 从 而 非 零 多 项 式 PDR TIR 32 52818) BS R 
B = a, B,. | = 2Ë5 + B,, j=l, 2, 
KRE BELMA (2?) 的 根 的 模 不 大 于 1, 但 由 圳 达 定 理 , IE IR03E 12 1, 所 以 没有 模 小 于 1 的 根 ， 
于 是 p=1, 并 由 
1=|2a3+a|2= [2a2+1|2=4c0s 202 5 
得 到 ， P= > +m, mEZ, 
Hasti, R5 PC 是 实 系数 的 ,所 以 
Pign = (+i, 6 Z°. 
最 后 , 可 说 验 证 , 所 有 这 种 形式 的 多 项 式 都 满足 题 中 条 件 。 
22.13 对 hEN HBAR AASTA QUR ESAR, PRI nsi iieii, 现在 设 已 既 证 
PERA Q.(z)= RB(z)Q (z) 7 n 成立, 其 中 ROOSAAR MWA 
Q. I (z)==P(Q.,(z) +z) —z==P(R,(z)Q,(z) +z) - z 
=(P(R,(z)Q,(z) +z) - P(z)) + (P(z) - z), 


Ia P (z) = Ža, 
则 Q, (= a((R,(2)0,(z) +2*- 25) + Qla) 


=Z R,GQG(2S, (z) + Q (z) 
=Q.(2) (1+ Ža ROS ), 


其 中 Sala) = P (R.,(z)Q.(z) + zima", 
RELATERE) 

a -b= (a - bE orr 
并 取 a= Ra()Q (2) +E, h ==, 
这 就 证 明 , 缚 论 对 n+1 成 立 、 

22.14 注意 , 如 果 次 数 不 大 于 3 的 多 项 式 S{z) 满 足 ; 对 所 有 z€ R, S(z)2>0, H S(r) =Ü, 8 
S (z) =a(z — ze), 
其 中 aO, BHE 
R (z)== P (z) + a(z 一 了 0 
Q(z)= P(z) + b(z -nj P(z) + b (P(r) + olz - x0}?) 
=kP(z)+ (1 - k}R (2). 

其 中 o>b>0, k=1- €[0,1), 


而 当 0= 人 时 , R(z)==Q(z)==P(z), 因此 , 如 取 k= 1, 题 中 的 恒等式 世 成 立 。 对 4 次 多 项 式 ， 相 应 的 结论 
并 不 成 立 。 例 如 多 项 式 

| P(z)=mt, Q(z)=z!+z? R(X} = 2mt + z3 
满足 , 对 z€ R, P(z)wQ(z)= F (z), 
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并 月 PM = RO miays 
m+ T= r+ (1 — R22 + r?) 
对 所 有 中 E [0, JETA 因为 对 固定 的 ,得 到 陋 个 泽 盾 的 等 式 1 = 名 + 2(] -上 和 1=} -名 ， 

22.15 ESMA Q(r) = qr" + + qr + Qh MEA h0, HA Q(P(z))=P(Q(r)), Me 
HEMA Q( P (z))5 中 人 (cz 的 2 次 项 系数 ， 得 到 go = aqa, 即 gaa, Ae RERA EAR 
立 ， 子 对 某 个 中 与 多 项 式 P(X)， 存 在 两 个 不 同 的 #4 次 多 项 式 Q, (z) 与 Qla) 满 趾 题 中 恒等式 ， 刚 因为 
人 和 te) 的 首 项 系数 都 是 o, 所 以 多 项 式 R(x) =Q (z) -QER ken, HWE 

R (P(z))==Q,(P(zy) - Q,( P(z))=P(Q.,(z)) - P(Q,(z)) 
=8(Qi(z) - RIT) + b(Q, (z) - Q,(z)) 
#=(Q,tz) - Q,(z)) (a(Q,(z) + Q,(z)) + b) 


=R (r)T'(zY, 
其 中 Tix) =eQ(r) + aod,(r) + 5, 
EE 2k = deg R ( P(z)) = deg( R (z)T (z)) = Ë + n, 
与 和 <n 矛盾, 结论 证 毕 。 | 
22.16 ”如 果 P(z)=Q(z)Q( - z), 
T Pi- z)=Q( - 2 Q(z)=P(z), 


即 P(z) BS. 反之 , 如果 P(z)=:0, 则 取 Q(z)==0, 于 是 P(z)=0Q(z)Q( - 2)、 现 在 设 非 零 多 项 式 
P(z) 鸭 惕 函数 ,对 多 项 式 Ptz) 的 非 零 根 的 个 数 m 用 归纳 法 证 明 , 存在 多 项 式 QLz), 使 得 
P(z)==Q(z)Q( - 2). 
18 m = () 时 , 多项式 P(z) 有 形式 P(z) = az", ass0. FR PREAS WU n= 2k, ke Z+, WEN 
式 Q(z) =b, 其 中 b2= ( = 1)*a, I az = bzz.b( - z), 所 以 多 项 式 Q(z) 满足 所 说 的 恒等式 。 设 结 
论 对 所 有 小 于 血 的 正 整数 成 立 。 下 面 证 明 结 论 对 机 成 立 。 事 实 上 , 如果 < 是 多 项 式 的 非 零 根 , 则 
P(— a) = P(a) =0, 
因此 Pfz] = (z—a)(z +a) R (2). 
其 中 R (z) 5481088, 这 是 因为 | 
R(-z)(( -z:- =P,- z)E=P(z)==R(z2)(z - an, 
由 归纳 假设 , 存在 多 项 式 Siz), 使 得 R(2)=S(z)S( - 2), WQ) =i(z-a)S(z), Wi 
P(z)==t(z—a)S(z):i( - z-z)S( - z)=Q(z)Q( - 2), 


HEIE, 

22.17 设 存 在 多 项 式 FF) = apt + GT + 二 加 
和 gly) = ba" + biy! e + bms 
使 得 Faga) =y +1, 


令 z= 0, 则 得 : AERD g=- i$ p=0, ME SHEE0 z, fa). Bery, B 
有 f(0) =g(0) =1, 于 是 ab, = 1。 这 表 妆 ,对 任意 的 a y, 都 有 
_ 1 to 1 _ 
f(z)g(8) q. `. T ob T l. 

ERATE Pryl, 

22.18 对 非 零 多 项 总 P(z) WEKRE m MAER eR. GR P(z)=0, ml 
取 n=1 与 Q.(z)=0, JE m=0, 并 且 多 项 式 PIz) 满 足 题 中 条 件 , 则 它 的 根 都 是 实 的 ， 而 自重 数 都 是 偶 
数 ( 如 果 P(E) =(z -a!'R(2), mE R, 并 且 IRES YA r>a it R@)>0, 4 z<a 8 P (z) <0, 
ia ESAR RHR) 所 以 


Pirj=alr -a uir eee a, 
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其 中 a> js (Ey, tta wE F, l, h, .... L, Z+, 
H n=l. BZ 


Qir) = y a {r-e Hr- ae lr- 


W PSQ a, AEEA- DT m AERES. TEACA mika. BE MRM 
EARRAS PA m s EAR WERA 
P(z) = (z? + 2pr + q) Ë (z), 
其 中 p*<q, BBB <€ F, 
z+ 2pz +g = (r+ p) + (q- p')>0, 
ERI 多项式 如 (宁可 以 写成 
R (zya (Qa) t e + (Qiz), 
H Q (z), e Q,(z) 是 实 系 数 窗 项 式 * 于 是 
P(z)=((z+ p)°+ c°) ((Qi(z))2+ + (Q,(z))). 
其 中 e=./q-p' ， 从 而 多 项 式 Pr] 可 表 为 车 于 个 实 系数 多 项 式 的 平方 和 。 
22.13 将 多 项 式 P(X} 表 为 ( 见 定理 58): 
P(z) =aF, (2). F. tz)G (z) G. (z), 
Eh Fa G (z) 
F.(z) =z- 0, i=l, 2, 2, m, 
G ,G)=(z-8)(e- BD), BEC\R, ji=1,2,-, h, 
HE a>0, 注音 , 系数 非 负 的 多 项 式 的 乘积 仍 是 系数 非 负 的 多 项 式 . 因此 只 需 证 明 , 每 个 多 项 式 F. (z) 


Gi(z) 都 可 表 为 系数 非 负 的 多 项 式 的 商 Por NT, ASAR F(z) =z- ao<0, 到 


Qla) =F(z) =z=+ lal, R(r)=1, 





其 次 , 如 果 ReB0<0, 则 对 多 项 式 | 
GG) =(z-B)(z- D), 
令 Qir) = G(x) = x +2]Reg|z+|8], R(z)=1; 


“= 


各 果 Re0>0, MTIR arepe (0, Z) 取 nEN, 使 得 
Z2"arg8 € (z ? ， r 

HHH s = (, 1, "一 1 时 ， 
2'arg8 € (0, 2). 

因为 arg(8?”)y=2arg8 (Usr=n, 


所 以 Repsi; HHH s=0, I …, n- 1 时 , Re(02°)>0. 于 是 有 


_ (e-GP (sp) (zB) 
G (r 这 一 == 
OPE DE T Bi) De DG T nG y By 
(一 
rr) Gt 


其 中 ， Qir} = (x 一 R) (z = B1), 
R (g) = (2+ p) (e t BJ (2222 + PT + 2529. 
是 系数 非 负 的 多 项 式 , 这 是 因为 所 有 多 项 式 
(a a RP) a (2Rey)yzr+ Yl, ieEN, Re >0 
的 系数 都 是 非 氏 的 ， 
22.20 ip Raili) ar tatl oeta", EH 
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则 仔 瘟 多 项 式 P(z)€ A(%) 都 可 表 汶 
[z] 
P(x) aR, (z) + Ci- Co) Ra (z) + + (GJ arn, Pe pO 5 b R, (2), 
3 2 2 


r= 
共 中 b, = ü, b, =; hui 是 非 介 实数 ， 
1 a+ n 
1 = O, 1, N Ë . 


[š] 
Qir) = > c R... (z), 


同样 ,如果 Q(z) € A(m), RI 


其 中 o>0, j=0, 1, = [F] 


最 后 ; 如果 Pedan), Q(z) € A(m)y, MAAR 
P(z)OQ(z) =% bici R, (zY F... (x), 
属于 集合 A(n+ mm)}， 为 证 用 这 一 -结论 , 只 需 证 明 : 对 所 有 
iS JS | R. (z) Rm (z) € A(n+ m), 
事实 上 , 记 p=n-2i q=m-2), HEDRER N, 设 p<cq, MAI 
Raal Rm (z)=z lre e thr {ltt + 28) 
riti R... (z) + Rogale) t + Ro a 6 (1z)) 
= R mimg (T) + R aaa aa(2) + + K... nr sn (z) 
Ja dr A(ma 人。 结论 证 毕 。 
22.21 mAAR, 24 m= Ü REEKiP SAKA. DŠ m=an- 10 P. (z, u, 2) 是 对称 的 并 
且 
(rz+uU)P,. (r, z, p+1)- (z+ z)P,.(z, y, z+1) = (g — z)P.,,(z, p, z) © 
R MAEN msn 时 也 成 立 ， 从 P, (z, #2) 的 对 称 性 容易 看 出 
P. (z, u, z) = P.(g, z, 2), 
我 们 也 需 证 朋 
P,(z, g, 2) = P,(z, z, y) 
gA. HD, 
P (z, 2, y) Pr, p, 2) = (u + {T+ P, (z, z, g+ 1) (z+ z)P,. (z, y, z+ 1)} 
- {vw — z)P, (z, #, 2) 
=(g+z)(g-- Z)P,- (z, t, 2) y- 22)Py- (2, t, 2) 
=0, .1 
为 了 证 己 呈 式 对 m =n 时 成 立 , 要 利用 已 建立 的 P, 的 对 称 性 
(z+ Pls z. y +1) (rra Pr, yy 2+1) = (r+ Py + 1, z, z) ~ (z +z) ntz+1, g, z) 
= (rr {rr l1)(z+xz)P,. (u + 1. z, r+1) 
- Pait l, z r) (g+ 2yí([2+ r+ 1) 
(u+z)P,. (z+ l, y, z+ 1) -rh (z +I, g, z) 
={r +y) (r+ z) {y - 2z2)P, (z +l, g, z) 
-z2(g- z) P, i(z,g, z) 
=(y-2)P,(z,u,z) = (g - z) rr 2). 
EORI. 
22.22 记 所 有 可 能 的 2" 个 数组 e= (en ez, = 8) ARGH An, RRt e 取 值 为 1 或 -1。 另 
[ 251 ] 


外 ， 12 Te Etyj T + En 并 证 明 ， 对 每 个 ne N, Ei gi Ts HUEY. (i, rh ty iy, 其 中 Q, 
ERTER, S n=1 Hy, 825 

H vam- r) = Q. (zD), 
PREISE PPK XF, 现在 但 n> 1, 放量 kE (1, 2, "ty HY, 12 #' = 【21， 1 Eas i 


H z= H ((w%¿+wj)(ze -c= H (r$ — mt), 
EËdy PfEdy_i grEAm I 


$ LABOR SUBBA S EJE, 并 合并 攻 类 项 ， 便 得 到 某 个 依 束 变 量 21, ravo m 的 多 项 式 , MEER z, 在 
其 中 出 现 的 指数 都 是 侦 数 。 由 于 下 标 上 是 随意 的 , 所 以 类 似 的 结论 对 每 个 变量 za za ran RA., RFE 
便 证 明了 


H z, = Q, (z2, 四 rE), 
注意 ;因为 | (1, D, Yy 0) | =1, E Qa 是 非 零 的 。 在 乘积 al {et + r + Ea.) 中 TEAR 


Titte Tr, ERF e(l, 1 en D RRR RALAR ARRE RAA LR RMR) 记 作 已 ， 
便 得 到 所 要 的 对 每 个 n€ N 的 恒等式 
(mi + +z P (mi, =, En) (TE, e 20), 
22.23 如果 和 多项式 P(E oj, e” ae RERO Ri, ou F. MAF P, = Q,, PR11230 
我 Q(x) 也 有 相同 的 根 (但 量 数 可 能 不 同 )。 同 理 , 如 果 多 项 式 P(*) -1 的 根 是 Bu s B,，、 棱 重 数 分 别 为 
i 则 由 于 P, =Q,, 所 以 多 项 式 Q(z) -1 也 有 相同 的 根 ， 因 此 ,在 不 同 的 数 dp es as Bu s 
.中 ,每 个 数 都 是 多 项 式 P (z) ~- Ntz) 的 根 。 设 P(z)- Q(z)y==0, il 
deg( Fir) - Q(z))2>s + r, 
不 妨 设 deg P (z) adeg Q(z)2>1, 因而 
deg P(z) =deg(P(z) -四 2rdeg(2(z) ~ Q(z))., 
其 次 , 如果 多 项 式 Pi) - c HR RERA m>l, 则 多 项 式 P'(z) 有 m-l 重 根 ?。 因 此 有 
deg '(z)>(bi-l)+. (ht (h-1)+ -+ (1) 
=(h +... st 
deg P(r) + deg( P(z) - 1) - deg( P(z) - Q(z)) 
>deg P(r), 
5 deg P'(x)<deg P(o) FE., WIE P(z)=Q(z)., 
22.24 设 多 项 式 P, Q, R ARETA BR ba — 431 Ü, MEE a 与 y0, 4845 
P(z, Yoe Q(z;, ua), R (z, p a)rh 38 paf — 45 282 0, FE-S, 
P ,(z) =P(z, p), Q(t) =uQ(z, yo), R (z)= F(x, yo): 
由 题 中 条 件 , 有 
Xi 人 + Q (z)=(z+ g)" R (z). 
HESTA P,(z), Q.(z), 与 下 (2) 的 次 数 都 小 于 m, 记 
| U (z) =x P (z), T (zy =U (z) + Qll + m) R (z), S(z) = Tio (z), 
因为 多 项 式 U (zi ro E, MU O ECHR REKED Em, 因此 
U0) =Ue**5(0) = = =Uea-n(0) =0, 
因为 deg Q, (z) <m, 所 以 | 
Qi) (0) = Qi) (0) =- = 0, 
因此 ， TO = TDO) =- = 下 om-Df0) =0, 
即 (0) = 8 (0) = = 5-0) =0, 
由 于 -u ESHA T (z) = (z +g RaR E 3 a ph m, 所 以 
| T g) STD- y) = mp) = 0, 
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也 就 是 说 
SÇ- yo) =S- po) = = S-O ~ po) =0, 

于 是 ,0 和 -m= RFNA 8(z) 的 根 ， 它 们 的 重 数 都 系 少 为 m. Br m S (z)i# 2m 次 多 项 式 zm (z 
+ a) 整除 ,但 deg T'(z) <3m, BJ deg S(z)-<2m, 因此 SLr) 二 0。 由 此 得 到 ， 多 项 式 了 (zx) 的 次 数 小 于 
mm， 但 它 又 甫 多 项 式 (z+ r |) 整除 ,因而 了 (7) 圭 0, 从 而 F (z)==0, Hi 

zm P (z) + Q. (r)==T'(z=)=0, 
pIE deg Q, (z) <m 得 到 , P, (z)= Q, z)=0, 因此 

P (zo) - Q (zo) = Rifto) = 0, 
与 Zo 和 iw ERGIT E, TÆ 是 中 结论 证 毕 ， 


523 ”多项式 的 各 种 性 质 


23.1 (1) HFS rEZ, 多 项 式 Pr 的 告 有 相同 的 奇偶 性 的 必要 且 充 分 条 件 是 , EA 8 
P(z+])- PD = ((z+12+ pí(z+]1)+g)- (z: y pr+ gqh =2r+1l+p 

AE 2 整除 , 即 p 为 奇数 ， 此 时 多 项 式 号 (z 的 所 有 值 的 夺 侦 性 完全 依赖 于 9= P(0 的 奇偶 性 ， 因 此 , 5 
为 计数 ,4 汐 惨 数 【 或 奇数 ] 时 ,多 项 起 如 Cz} 的 所 有 鸽 都 是 候 数 (或 奇数 }。 

(2) EA Q(z) s=(22+ p) + q, BU1STBUS reZ, të Q(3z) =3z+. (9z2 + p) +g 被 3 整除 的 必要 上 且 充 
分 条 件 是 9 被 3 整除 .这 时 , EEAv 18 

Q(3r+1) = (3x41) (9z22-fz+ 1 + p}+q=t(l+ p) (mod 3) 

bk 3 bab SE H 32 h 1. p 52 3 ge, FE, q=0(mod 3) 与 p=s2(mod 3) 时 , Q(z) 的 每 个 值 
都 被 3 整除， i 

23.2 Hg z =Ü, 半 财 多 项 式 gz3+ br? + cr+ d HER d, 因此, 由 题 中 杂 件 ,5 整除 d, Hid = Sd, 
die Z, Rri r= -1, HAERA Am, n€ Z ,使 得 

a+b+c+5di=5m, -—ü+b- c+ 5d, = 5n, 
两 式 究 姑妈 知 ,25 被 5 整除 , 因而 了 被 5 整除 ,并 县 0+5 被 5 整除 Y 
b=5bh, g+c25}, hez, Tez, 
ER z = 2, 此 时 多 项 式 的 值 是 
Ba+4b+2e+d=5p, pEŽ, 
代入 d=5di, b=5b, 有 | 
i Ba + 2c =3a - 3c+ 5g + c} =5(p-d,- 4h), 
Bd a- chi ig. W'a-c=5k, ke Z, FEA 
2a=5(h+D, 2c=50(1- h), 

502, 5)=1, 所 以 a.c EH S 整除 。 

23.3 注音, RSIR 


Plz) = zE (z-4)(z-3)(e-2)(z-l)z(e+1)(z+2 (2+3) (2+4), 


困 为 9 个 连续 整数 中 总 能 找到 被 2， 5, 7, 9 整除 的 自然 数 ,因此 对 任意 <EZ， AR Hi, (+2579 


(2:5.7.9 是 互 絮 的 数 的 彝 积 ) 整 除 , 即 了 Lx) 的 慎 都 是 整数 ， 
23.4 22 z- 356 = p, pi s. M| 
p= (z+ 4)(2r- 9) =ab, 
其 中 a=z+4, b=2r-9, a, bez, 20-b=17, 
因为 oa 是 整数 ,而 自 整 除 p’ 所 以 只 有 如 下 6 种 情形 ; 
(1) a= p°, b =1, W 2p* -1=11， 即 pp=S3S。 关 此 ， 


[ 253] 


z=úa- = p - 4 =5. 
(2) asp, b= p, HL 2p- p=11, Wi p=171, BIE, 
z=a-4=p-A4=13, 
(3) a =l, b= pš, M2- p2=17T, Bl p= -15, RERE, 
(83) a= op b= -1, W) -2p+1=17, H t= — 8, 不 可 能 。 
(Sy a= -p, b= -p, W -2p+ p= l, B) p= - 11, 不 可 能 。 
(6) a=-1, bs - p, W| —2+ pš = T, B p = 19, 不 可 能 ， 
于 是 .所 求 的 值 是 zx=5 和 7T=13， 


23.5 基部 PoE r 办 上 有 - BU za = — 9 + 于 RF, "P EY P(z): 说 减 ， H ym. 时 ， 


数 号 本 递增 、 因 此 函数 PA{T) 在 区 加 [一 1, 11 上 所 有 的 信和 的 集合 用 为 ;部 录 paoa, 则 >l. ñ 
A=: P(1), P(-1)] = Hetal- p+al, 

如 果 —- 2<Ç p<ç2, 则 — 11, E. 

A= iPr), maz1P(- 1), P(1)H1, 

BHH — 2= p=zQ W! | . 


ma Ioi 时 


WR p> 2, W| z, < - 1, E. 
=[P(-1), P(1)]=11- p+a, 1+ p+q]. 
. 23.8 设 开始 的 二 次 方程 为 t+ pr + q =, 而 以 后 的 方程 汶 
fz) == + pz+gq =Ü, p qa, Jal, Z, =, Í 
现 分 别 讨论 恕 下: 
(1) # ;>2, p sçš0, q 20, AHA f (z) =0 不 是 最 后 一 个 , 则 有 
l Pi- 4q > 0. 
GPRM: 
l MASA - P;-1 
Pidi = Qs is 
四 此 ,由 国 和 不 等 式 p. <q 1 得 f | 
pit Qs+ pq >O, ` 
上 式 可 变 为 下 面 不 等 式 ü | 
Ü< — p (1 + 4) <g;. 
利用 第 一 个 不 等 式 , 上 式 可 得 
> piti g da + q), 
或 dat Tatt) 0. 
内 为 q0, PRD1L Es ge, 从 而 情况 (1 不 可 能 。 


(2) 如 果 JPS, 0< py<g。 则 可 知 ， 此 时 prO, q - >0, Tæ fs- {T} = -0 满足 情况 a) 的 规定 ， 


所 以 情况 (2) 也 不 可 能 ， 


(39) 如 果 j4, pch, 而 之 0， 则 可知， 此 时 ps-1>0, g;-1>0, FEDE faair) =Ü WER). 


所 以 情况 (3 也 不 可 能 ， 


考察 方程 fs(z) =0， 如果 它 存在 ， 由 于 情况 (3) 不 可 能 ， 因 此 只 用 a>0, HERO 不 可 能 ， 可 名 
p. <0, 但 由 情况 (1) 永 可 能 ,因此 方程 ，f4(z) =0 员 可 能 是 最 后 一 个 。 这 就 是 说 按 题 意 作出 拘 方 程 最 多 只 
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1 


8 54, BLR AKES h A EEA, lar 


psr- l r4, flr) =t- 2-2, 
f(z) srta rfl, Dr- r+ 
jiz) =z- 23 —_ 了 2 


FRENE ME TARE E RIA E RAR Ea 

23.7 考 虞 多 项 式 QLr) = P(z)- 2, 并 证 了 明 如 下 结 法 :如 果 整 系数 多 项 式 Q{r) AAEH 
iR UHE reZ, Pi |QLx) | 要 人 么 等 于 0, LEEA, 【当然 ， 它 未 能 等 于 ita b, c, d ESDA 
QAMAR SUR MARSAS, 

 Q(z)=S(z) R (z), 

其 中 S(x) =(z-sa)(z-b)(z- c)(z- d), 
H K (z) RATSU. AASTAS 的 车 项 系数 为 1， 所 以 根据 定理 和 9， 客 项 式 及 (x1 PHEN 
的 。 设 za TER, ATAT a, b, e yë d, M R (roeg A Q(za) a FIS |a 8 ansa a a) (to 
b) (wo eln- 中 鉴 除 (其 由 至 少 有 两 个 是 1 和 — 1), e EA Q(z ) = 0, 322. |Q(z,) EAr 特别 
地 , 对 每 个 +E Z, ARAE - 1, 1, 3, B K 1, BR, Plr) =Q) +2 不 可 能 是 1，3，5, T. 
9. 


RIY 


23.8 集合 
M = 125, 231, 271, 28, 29, 30, 31} 

和 党项 式 P(zm) gz + (z - 254r- 210 — 28) (z —- 295 (x—31) 
满足 着 中 全 部 条 件 。{ 吕 =25, 27, 28, 29, 31 EAr R =30 RERO ) 

23.9 (1) REPARERE Sus P, Q, R PPE RIBE RHAL, u, 2) = (1, 2.1). THE 
方程 

zz- yt1=0, y-z-1=0 z-2r+l=0, ' | 

加 果 所 需 的 和 多项式 PP, Q, R EE WE a= Rp 8 Pt kan ERE AREE 我 们 怎 各 于 := 
1, 了 矛盾。 因此 ,满足 条 件 { 人 的 多 项 式 Q, R ETIEN. | 

(2) 满足 是 中 条 性 的 多 项 式 P, Q, R 是 大 在 的 。 

了 = 下 一 和 十， g=y-ž- -1 h=z-xr+l1, 

FATHER fy g+h= 1, HEAR mAN TARRA. TEFA TW 1, Teena um fg 
mo k0, 0, m0, R+ I+ m = TD HNR H R+l1ia m= Tn, EB, L m HEDE 48 N 

3. Ri 每 个 元 项 或 者 被 P, 或 者 被 9，， 惑 性 被 h' Ei., j nnarRPEn 2 ak fs RETR A, 48 
s= EP; 余下 的 项 中 , 胃 将 被 总 整除 的 划 为 男 一 类 , 便 可 得 到 g°Q 阐 下 的 项 之 和 使 可 成 为 关上 的 形 
式 。 于 是 便 得 到 题 设 所 要 求 的 杠 等 式 。 因 此 ,满足 条 忻 忆 ) 的 多 项 式 P, O, R 是 存在 的 。 

23.10 (1) WẸ (7z) 是 常数 ， 则 P'(z)=.P"(z)==0, HAD ARY. w degP(a) =n2e1, AH 
n Hag, deg (CY) 一 PP" (z)) = 为 奇 束 ， 从 而 至 少 有 一 个 点 XE, HA P(z)- P'(z)<0, Tin 
Eam deg(P'(z)- P'(z)) =n -1， 因 而 至 少 有 一 个 点 ZE R 使 得 P'(zy- P'(z)<0, TERRES 
项 式 P(z), A 1)5 四 不 能 同时 成 立 。 结论 (也 证 毕 ， 

(2) iz P(x) =z?+3, 则 对 所 有 zeE R , 有 

P(z) P (z)=z" - 2z+32>0, P(z) 一 Fen, 

即 间 题 2) 的 管 案 是 否定 的 ， 1 

23.11 不 妨 没 所 有 的 多 项 式 (7)，-…， r(x) 部 是 非 零 的 , 取 这 样 的 数 工 '， 它 大 于 上 述 名 项 式 的 所 
AKR. MH rar 时 , DA (2) 与 多 项 式 . 


` P*@)= PÈ a, (siga P, (2°) P, (z) 
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是 一 致 的 ， 因 为 每 个 多 项 式 P,(z), e P,GYEPC[z*, +0) .上 都 有 辕 定 的 符号 , 同 理 可 取 这 样 闪 数 
z", 使 得 当 r<z- 时 函数 jz) 与 某 个 多 项 式 eA. MADR f(x) 的 每 个 佬 帮 不 取 两 次, 所 以 多 项 
式 有 (可 与 Pa) 孝 不 是 营 数 。 因 此 

lim |/(z)]=lim 1f(z)1=co， 


RAA f(x) 的 性 质 可 知 ,只 有 如 下 两 种 可 能 ; 


m: Z, lim f(z) = -ce， lim f(z) = + e°; 
ERA lim f(z)= +e, lim f(r)=-%, 


在 这 两 种 情形 下 ,函数 1{z} 痢 可 取 绝 对 值 尾音 大 的 正 悄 和 人 负 值 。 我 们 征明 , 函数 f(z) 可 取 任 意 的 cE R. 
事实 上 ,由 上 面 的 几 个 极限 式 知 ,存在 这 样 的 点 zl 使 得 f(z1) >6, 也 存在 这 样 的 z, E fO l<. Bi 
为 fz) 是 连续 沙 数 ,所 以 根据 介 值 定理 (定理 21), 在 点 x1 与 X23 之 间 存 在 点 7, 使 得 f(x) =c, UEP, 

23.12 对 mnEN 用 归纳 法 证 明史 一 般 的 结论 : 如 果 # 深 多 项 式 P42) 满足 , 当 . 

k=n+2, n+3, —, 20 + 2 
HF, PER) =a, HJ P(2n+ 3) =a, | - 1, 32 n= 1 时 ,有 P03} =2, P(3d) =39, 从 而 Plar- B 
P(5)= 4=a,;- 1, 
钢 在 设 结论 对 #* -1 成 立 。 下 面 证 明 它 对 # 也 莎 立 。 设 务 项 起 P(x) 的 次 数 为 n, HH R=n+2, n+ 93, os, 
2442 时 ， 有 (有) =a6。 考 虑 多 项 式 Q(x) = Ptr+2) -P(tz+1)， 它 的 次 数 不 大 于 #1， 因 为 当 上 = 
n+1,n+2, =, 2n f, 
OEY =P(Rh+2)- P(R+1)=üs- 0r = Gs, 
MU Q(zyi E, 5 h=n+1,n+2, o, 2n 时 , QC) = 6， 由 归纳 法 假设 ,有 Q(2n+ 1) =n 但 是 
Qina + 1) = P(26+ 3) — P(2n+ 2), 因此 
P(26+3y= P(28+2)+ Q(2n + L} = tnet Ga 1 =a. L 

结论 证 毕 。 

23.13 (1) 记 x=e2cos f, t€ R, WI 

2 cos(0.1)=2= P,(z), 2 cos(1:!f)==2 cos == P.(z), 
在 公式 Z cos ni= -2 cos{n - 2)1 + (2 cos 1) (2 cosí(n — p= - P, . (z) + >P, (zy 
中 , 设 # 依 次 为 2 3, 等 等 , 则 依次 得 到 多 项 式 P,(z), Pslx), 等 等 。 注 意 , 当 nE 玉 时 ， 多 项 式 P. (z) 的 
首 项 系数 都 是 1。 
(2) 设 a=. me Z, neN, BART TRH. 
2 cos n or = 2 COS ma, 

m 23 RAST ~2。 由 上 面 证 明 的 结论 ，2 cosni TEY z=2 cos t HARASA Pu(z). F 
E. z, =2 cos ar 是 多 项 式 Q(z) = Pale) — 2 cos m= 的 根 。 其 中 Q(x) 的 所 有 系数 都 是 整数 ,是 首 项 系数 为 
1, Diz, 由 定理 60, 2 cos az HAREM 要 双 是 无 理 数 。 设 2 cos om 是 整数 ， 中 于 12 cos cr| <2, 所 以 
EREDO HIRE? TE 当 cos ax 是 有 理 数 时 (ze Q)， 它 一 定 是 0 ty REL 

23.14 KER y = 如 交 有 曲线 工 于 四 个 点 万 ,8,C, 上 D, EORR ERRA yn C z < <a, MUS H 
仅 当 |48i+ [4C|>14D|(Hl(z: -2) + (zs 一生) 六 (74- 坟 )) 时 ,也 即 当 且 仅 当 22 — s2>z  — z (S| 4B|2> 
1CD|) 岂 ,直线 y= 是 三 角形 水 平 线 ， 设 题 中 结论 不 成 立 ， 即 存 在 两 条 水 平 线 , 它们 分 别 交 曲线 于 Ar By, 
C, D. m Ay, Ba Co Dn EA ABAD B. ABS] BARSAK ETTA, 任意 
一 条 平行 于 这 两 条 水 平 线 并 且 分 于 它们 之 间 够 直线 也 和 该 曲线 相交 于 四 个 点 ， 于 是 这 些 直线 中 至 少 有 一 
条 , 它 与 曲线 的 四 个 交点 A, B, C, 站 满足 |.48| = |CD . RAB BC 的 中 点 (也 即 线段 AD 的 中 点 ) 的 
坐标 为 (zu Po), WARA uar- tp v=# -如 中， 以 给 定 旺 线 为 图 象 区 多 项 式 Q(t) 有 四 个 根 a, 9 
uy, t, 它们 依次 是 点 A, B, C, 号 在 新 坐标 系 中 的 横 坐 标 , HH uS 一 由 u= - s, 这 样 ,给 定 的 曲线 在 
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新 坐标 系 中 的 方程 为 
v= fu- iuu Cu- = ut) (2 — us). 
于 是 Q(u) = 岗 (一 英 ， 即 招 线 关于 负 较 是 对称 的 ， 所 以 每 一 条 水 平 线 与 曲线 的 四 个 交点 A. B. C. D gk 
满足 AB| = 1CD|, 7E. Hiie. 
23.15 对 pnEZ* 用 归纳 法 。 当 于 =0 时 ， 因 注意 人 ) 关 1 所 以 多 项 起 PAX) = 人 QL) 至 少 有 ”个 系数 
TE. EPR Ee nel 成 立 , TAERA eN n+l 成 立 。 用 反 证 法 。 设 有 某 个 非 才 多 项 式 
Ar) == Q (z), 
#di re Z*, Q,(0)==0, 使 得 对 多 项 式 
Pix) = (z DQ) =x" 1)" OQ, (z) 
结论 不 成 这、 则 P(X) 至 多 有 n+1 个 非 零 系数 ,于 是 , 多项式 Flr) = (z - lt QEZA ntle 
等 系数 ,因此 它 物 导 数 所 (x) 至 多 有 fn 个 非 零 系数 ,但 是 
P (z)=(z- DO + n+ D) (z - 1 tr) (7 1)"R (>), 
其 中 因为 P (z) 不 是 常数 ， 所 以 R (z)ss0. ERARE a) 至 少 有 #+1 个 非 零 系 数 。 政 后 。 江 
H, 
23.16 因为 多 项 式 Pils) = 4r- Sr HE P,(-1) = -1, Pot1}=1, HEECHREALS 
P(-3)5D F(a)--1 
所 以 P (z) € M, WEIR, HER (x) €e M, Ale 所 4。 吾 则 , 设 存在 争 项 式 
P(r) = azt + bz2 + er + d € M, 
H |a|>4, BJ3E2E £T SÑ 


QC) = Pila) - Š PG) 
的 次 数 不 超过 2。 由 于 当 |z] <1 时， É P) |<, 所 以 


Q(-D<0 Qf -i)>0 ofico Q(O0)>0, 
出 定理 28 知 ,多 项 式 Q(z) 至 少 有 3 个 根 , 秘 盾 ， 于 是 所 求 的 和 等 于 4, 

_ _ 1 1 3 __ 
28.17 如 果 g=1, 则 令 P(z)=p. WR >l, 则 考虑 长 为 HERH I= [a r) H3 
3 
z 

on al 3 Poel agal [3 Y my 
所 以 存在 meN， 使 得 (2 六 < 。 记 4=1-(- 训 -】, 则 对 每 个 zE 了 有 

Ü<1- graci, ' 


<1, 


取 充 分 大 的 n€ N . 使 得 < 记 
Pee) = P O- 


因为 PP 二 (1 - (1 - qe) Q(z)mpx=Q(x), 
且 多 项 式 Q(z) 的 系数 是 整数 ,所 以 多 珊 式 P(r)4p E sk g. 3k BS, 而 且 当 z € ? hr, 

| o piñay] D az 1 

| P) P | gold qx”) <<. ñ 
BREF B aF RRR, 
23.18 设 多 项 式 PLT) 和 和 Q(T) 满足 题 中 条 件 ， 沁 
y= PR}, B= QCR), 

Erh R=1, 2,3, 二 ， 因 为 多 项 式 Pih Qa EIRA, ATAA” moa 与 局 BB 所 不 能 是 


0000, 0110, 1001 或 1111. 5-8. “四 元 数组 ” almost 也 不 能 是 0 ala, Ü aso, od lo, 3 
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abal, FU AAOS OHA, B61=1 B A,=0, FA. Ak HAHO, RAA “四 元 数组 ” Est 
HRF (ama AiB: Aa DJE B RE Fi ah (0100; 1010), (1000; 0010). (1000; 1000. 
(1000: 1010), (1010; 0010), (1011; 0010128 (1100; 1010), 注意 ， 其 中 只 用 到 了 交 个 不 同和 的“ 巴 半 数 
组 ”， 斯 0010, 0100, 1090, 1010, 1011 和 1100。 由 拉 格 请 日 插 信 公式 {定理 了 2)， 每 个 “四 忆 数 广 " 
Pirra, 可 以 作出 -- 个 多 项 式 R (z), 使 得 P (b) =?,, kel, 2, 3, 4, 于 是 得 到 六 个 相应 的 多 项 式 


T 19 


R,G)=- 3 ty = T+, B,(z) = > = d+ 
R (z) = - AREFE D- rrt, Ra) =a zz+5m E z +8, 
Rs(z) =- y etd- J z+, Ra (z) = a “Ez 2, 


因此 , LAREO) QI7)) 是 下 列 各 对 之 一 ; 

(Raiz), R .(z)), (Rate) R.Gz2)), (Ral), R.(z)), (R (z), Rah (R (r), R C), 

(k (z), R (z)), (Reir), F.(22), 

23.19 注意 , 只 存在 一 个 满足 晤 中 条 件 的 多 项 式 Pl). WJ, 设 男 有 多 项 式 Q(z)s= P(z) Hi E en 
中 条 件 ， 则 多 项 式 P(z) Kausa a n BEAD n+l, APRE AASMA 

K (z) =r+— rc pr (Ü-z)(1-z)-- (n — z) 

WERE R (-1)=0, BIB 3382 EE, ik zi l i Hü R (z)==S(z)(z*+1), ER S(z)E n k £ 
za AA 


R(k) =k, S(h) =+ , 
JUE h =Ü, 1, on n EU SORER RHE, N P(z)=S(z), B 
n ` = 
Payat D e+D)+ (Da Jare = r SERR, 
"+ LO O 当 # 为 奇数 时 。 
23 .20 根据 拉 格 朗 日 捅 值 公式 ,得 到 


n He- i} 
P(x) = RT Cha, 4 FT i =} G L "(n 了 


-人 


Jaan 
= 忆 se tl- Ë) 
P(n+))= 2 (-1) 而 a a n+ 
= 
因此 , 当 # 为 奇数 时 , P(n + 1) =Ü, 当 n 为 偶数 时 , P(n+1)=1。 
23,21 根据 拉 格 朗 日 通 值 公式 , 多 项 式 


Pig) =sm+a lk. +a 


F 


_ < Z Z 
可 表 为 | Plr) = p n ga Ple. 
设 题 中 结论 未 成 立 , 即 当 半 =0,， 1, en n Bf, 
[P(zy| < Da 


则 多 项 式 已 (z) 的 首 项 系数 1 NYTER Tož - 的 首 项 系数 之 和 ， 日 其 模 不 超过 





1 m WH l <> TÜ 
A Pe FPS: z | 2 pue A > i- TE 


(Om j 
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-TS 
=- E > alL 
m, Hei. 

23.22 RATE AAR, 2 


PG@)=- X P H g 


_ 


HA4 ka-n, entl, es nj. aPC} cl, Br 


< S !P(hy' ioi À [z-i] 
|P) < 2 i ( y. i - 2. um |Ë [° 


对 每 个 实数 tE m" nh 有 
H z-i gn) 
-RAEN 

PRE rak i fi | 

H |z-il=(|#e=(h+1)|oJ|e-8|)(z-(&-1D | z+ nl) 


fL 
=== sn 


Sn k) n- kt 1) (20) = (2n)1, 
RETU 3 二 下 的 情形 。 TAE E 


z-i] — _ 1 g _— Í a 
o i Sr BD 
s (BAr o 2h O nO aP Cs = 2= 
PES > Era Bi 2, En Ki 总 >. 


KIP 2 P SE uE, 
23.23 设 P(x)，Q{z) 是 整 系数 多 项 式 ,如 果 P(z) - (x) 的 所 有 系数 宫 是 偶数 ， 则 记 海 了 ~ 昌 。 知 
m. P—Q, 由 P(z)55 Q(x) 的 奇 系数 的 个 数 相 说 ， 下 面 分 几 种 铺 形 讨论 。 以 B(A Pa) 的 奇 系数 个 
数 ， 
(1) n=2q4, qE Z*, 此 时 用 归纳 法 易 证 
Pan = (tt xt 1) a Le + 1, 
所 以 局 [Peace =3., 
(2) n=2"w-1l, m€ N. $%l] m=2k+1, k€ N.WJ sn =2= - 1==1(mod 3), FEA 
R(zy= (rr) (rt tt (z — 1) 
x rt) 
显然 有 (Ra)) = 3 (2+1), TE 
R(z) (e yz a1)= (s + 1) (gila rm ) 
~at liri r yi L l) +T grt Ijiem? r + q+ 1) 
{+ tt + (x! + 1) 
~ 1 
由 (1) 的 证 明 , 又 有 


Palp {r+ x- ljeta anti], 
因此 ， A(P,(z)) AR) =3 (2*= +. 
Hit m =28, WJ n=0(mo43), 考虑 多 项 式 


Q = (T+1) xm lr nt EE + T+ (z + 1) (Z -rT +1) 


同 理 可 得 
BCP) = ARE) = 3 (2n2- 了。 
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BPa) 2" - (- D>. 


(9) 把 nEN 用 二 进 制 表示 汶 
m=11..1 00-0 312.1 00-0 oe 1121 000 


— 一 一 —— ha ala i  PcoA ha 
人 | b, 个 brt GT hA 


üz] 

其 中 对 每 个 11 c0, 对 每 个 ix2, b0, b0, 
念 $1 = bi, Si =b + 01+ ba, eta Sy = Di + ü, + Š> + Qy + aii t G,-+ * Öre 
于 是 "=> 2s(2% — 1), 
JA P, (z) =i (g, 11 PEITO 

icl 

| ~Ji (nt 二 2 
i=j 


并 利用 前 面 已 经 证 明 的 结果 ,可 以 得 到 
BC. = 直言 Ce- (T), 
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324 集合 和 子 集 


24.1 如 果子 焦 对 是 有 序 的 , 间 在 子 集 对 中 可 以 及 分 第 一 个 子 梨 与 第 二 个 子 集 , 则 站 个 元 素 间 妈 个 元 
素 都 有 三 种 可 能 ; 它 或 在 第 一 个 子 案 ,或 在 第 二 个 子 集 ， 或 不 在 其 中 任意 一 个 子 梨 ， 因 撑 趟 同 鸡 不 殉 有 亭 
子 保 对 花 总 数 为 名。 如 架子 集 对 是 无 序 的 ， 即 两 个 子 集 相同 但 次 序 不 同 移 子 集 对 不 认为 不 疝 , 则 字 对 有 
序 子 集 克 由 有 一 对 是 由 两 个 空 集 组 成 ,而 对 其 他 六 一 1 对 有 主 对 ,每 一 对 中 交换 两 个 子 集 的 次 序 , 得 到 的 是 

3-1 


H-AEFTRN 因此 有 SS 个 无 序 子 集 对 ， 共 中 至 少 有 一 个 子 集 非 衬 。 于 是 无 序 子 集 对 的 总 数 为 
PL rl S, 


24.2 因为 集合 壮 总 共有 2" 个 不 同 子 集 ， 所 以 不 同 的 有 序 子 集 对 有 (2")? = 和 个 。 将 所 有 子 集 对 分 
3 AnI 48 4 EB: (Ar, A). (A A). (A, A), (A. A Ep A 3284 AC X Aa $E X.A. 
交换 子 集 对 的 生 元 组 由 子 集 对 的 次 序 , 得 到 的 是 同 一 DARE. Ai ATENG ANBI imi 
A. EAA 30. GI, E EE AN UT TE 
A, 要 人 么 属于 它 的 补 集 A, IPE 4 ES ANA An A, ANA, ANA B k 48 ë 4 
EAR EAK Si n, MAEA pArA, AVARAN 的 集合 的 元 素 个 数 立 和 为 
nd 

24.3 jno AHAH, Snsd, B ,1,8, 3 时 ,可 按 下 表 将 集合 X. TATE Ap Ar ena Ah 
其 中 对 每 个 4, 来 中 每 种 颜色 栏目 下 所 注 明 的 编号 吉 , 表示 集合 4 由 相应 颜色 的 元 素 组 成 。 例 如 , 当 n=6 
时 , 集合 A, 与 A ATREA. ME nl, 并 且 设 对 小 于 # 的 数 , 特 列 对 和 -6 结论 成 立 。 按 下 
列 方式 分 解 集合 X. SS A, Ane 如 -的 元 素颜 色 组 成 一 集合 蕊 6 合 平 归纳 假设 要 求 的 分 解 方 式 . 集 
£ Ans A, 出 星 色 元 素 组 成 ,集合 An A... 由 红色 元 素 组 成 ， 而 集合 A, A... 册 自 色 元 素 组 成 。 因 





n RED x k | E ë | a e | g 名 
| | 

4 . 10 3 一 一 1, 2 加 | 4 

5 | 15 5 i 14 2 3 5 

6 2 ? | 1, 6 | 2, 5 x 3, 4 

7 | 28 9 | 4, 5 | 3, 6 | y, 3, 7 

8 36 12 | 5 7 | 4,8 DENE: 

9 | 45 15 | 6, 9 58 1, 2, 3, 4, 5 


 —FsFFr Fc mn  rrrrIIw III | 


为 集合 Xe 中 蓝 色 ,红色 与 白色 元 素 部 比 集合 Xs- . 中 同色 元 素 多 2 -5 个 ,所 以 上 述 分 法 满足 题 中 条 件 。 

24.4 在 集合 X = for, 02,…, 0s} PREDER 0, 并 只 考虑 含 a 的 子 集 。 这 类 了 集 的 个 数 为 
集合 {a, a o. 0w} 的 子 集 个 数 , 目 为 加 -1 因此 >29-1， 另 -方面 ， 设 从 集合 半 取 出 至 少 加 141 个子 
集 ,将 全 合 站 的 所 有 子 集 分 为 251 对 ， 每 一 对 由 一 个 子 集 及 其 补 集 组 成 。 于 是 出 狂 利克 震 原 理 (定理 1)， 
质 取 的 子 集 至 少 有 两 个 组 成 一 对 , 因此 它们 不 交 , 于 是 下 = 2 1， 

24.5 设 集合 天 中 元 素 个 数 为 a， 子 集 A, An e, An 中 每 一 个 都 含 9- 以 上 的 元 素 , 即 所 有 这 些 子 
集 的 元 素 个 数 之 和 大 于 0-3 = 25n， 由 狄 利克 雷 原理 , 必 有 集合 天 的 元 素 ， 它 至 少 属于 26 个 子 集 。 同 理 
可 证 ， 对 每 个 <50, EFE An Aa o Aa 中 至少 有 | > ALATE, 它们 具有 公共 元 在 集合 了 中 


取出 一 个 元 素 ， 它 至 少 属于 26 个 子 集 ， 并 作为 集合 如 中 5 个 元 素 之 一 。 去 掉包 含 这 个 元 素 的 26 个 子 信 ， 
在 余下 的 24 个 子 集 中 取出 一 个 元 素 , 它 至 少 属于 13 个 子 集 。 去 掉 这 13 个 子 集 , 在 余下 的 11 个 子 集中 取 
一 个 元 素 , 它 至 少 属于 其 中 6 个 子 集 。 在 余下 的 5 个子 集中 必 有 一 个 元 素 ， 它 至 少 属于 其 中 3 个子 集 。 最 
后 必 有 ~- 个 元 素 , 它 属于 余下 的 两 个 子 集 。 于 是 ， 求 得 集合 下 的 至 多 5 个 元 素 (由 于 在 上 述 过 程 中 所 取 的 
元 素 可 能 重复 ， 所 以 可 能 小 于 ,它们 构成 集合 B, MATEA A, =, An 中 每 一 个 都 至 少 含有 它 的 
一 个 元 素 。 

s 24.6 考虑 给 定 的 1978 个 集合 中 任意 一 个 集合 4。 它 和 其 他 19T 个 集合 部 相交 , 因此 存在 4€ A, 
使 得 它 至 少 属于 其 中 50 个 集合 ,否则 集合 4 中 每 个 元 素 至 多 属于 49 个 集合 , 而 集合 41648 40 个 元 素 , 所 
以 除外 至 多 有 1960 个 集合 ,不 可 能 、 因 此 设 元 素 a 属于 集合 A, A A es Aa. 下 而 证 明 , CEFA 
定 的 1978 个 集合 中 其 他 任意 一 个 集合 了 。 事 实 上 , 因为 任意 两 个 集合 容 有 一 个 公共 元 ; 所 以 集合 A, A, 
A o As 中 任意 两 个 集合 除 6 外 都 没有 公共 元 。 设 0 攻 耳 ， 则 集合 了 与 集合 4, A, An = Anha 
个 集合 都 有 一 个 公共 元 , 它们 都 与 a 不 同 , 而 且 两 两 不 同 ， 因 此 集合 且 至 少 含有 SATE KR, Ki 
TE 。 属 二 每 个 集合 

24.7 了 考虑 含 奇数 个 元 素 的 子 集 (如 果 有 这 样 的 子 集 )， 因 为 所 有 子 集 所 合 元 素 的 个 数 总 和 旦 展 
数 ， 所 以 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 的 个 数 也 是 偶数 ， 任 意 将 所 有 含有 奇数 个 元 素 的 子 集 配 成 对 ， 对 每 对 了 
集 按 题 中 所 说 的 规则 挪动 ， 从 较 大 的 子 集 挪 出 一 些 元 素 ， 泣 加 到 较 小 的 子 集 ， 挪 出 的 元 素 个 数 为 较 小 
子 集 的 元 素 个 数 ， 于 是 得 到 的 所 有 子 集 的 元 未 个 数 都 是 惕 数 ， 现 在 考虑 元 过 个 煞 不 被 4 3Bk0b pik. 1 
果 = 1， 则 总 共有 商 个 元 素 ， 它 们 在 同 一 个 子 集 。 因 此 设 a>>2。 了 为 子 集 的 正 素 个 数 的 总 数 被 4 整除 
畏 此 这 样 的 子 集 的 个 数 为 偶数 。 任 专 将 这 辜 的 子 集 旦 成 对 ， 对 每 一 对 子 集 施行 满足 是 中 杀 件 所 说 的 运 
算 ( 即 挪动 元 素 }， 于 是 得 到 的 每 个 子 集 的 元 素 个 数 剖 被 4 让 人。 同 理 可 得 ， 每 个 得 到 的 集合 的 元 素 个 数 
都 能 被 8, 16，… 整 除 ， 最 后 每 个 得 到 的 集合 的 元 素 个 数 被 2 ER WAR 2 个 元 来 都 包含 在 同一 个 集 
ha 

24.8 用 人 4 与 引 分 别 表示 集 含 杂 中 所 有 自然 数 对 的 较 小 数 与 较 大 数 构 成 的 集合 ， 则 由 题 中 条 件 ， 且 
中 的 元 素 都 不 在 集合 Ah, M 4 总 =#g， 设 集合 A 与 如 的 元 素 个 数 分 列 为 与。 则 a+ bo<a， 并 且 集合 
MM 的 年 意 一 个 自然 数 对 中 较 小 数 至 多 可 取 5 个 数 ， 而 较 大 数 至 多 可 取 个 数 , 因此 村 中 元 素 个 数 至 多 为 

ab<a(n —- e(Te] sB, 
Babe Z, Muci] 385 508858, UE S MihCRA ES 
M=]G, Dii > 
时 达到 最 大 值 -区 -。 如 果 + 为 奇数 , 则 当 
M={G, D<, >} 
时 集合 必 中 元 素 个 数 达 到 最 大 信 | e]. FÆ KE n 为 再 数 或 偶数 ,集合 放 中 最 大 的 元 天 个 数 为 
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24,9 用 上 ,表示 所 求 的 数 ， 设 从 集合 X 中 取出 hk. 43 TE Erh tem ei i — F 2 Eur, 
分 三 种 可 能 情形 ， 

(D) 集合 X 的 每 个 元 素 部 至 多 出 现在 两 个 3 元 子 集 。 设 19, b,c} 是 共 中 一 个 3 元 子 集 , MEES 
一 个 3 元 子 集 都 与 子 焦 {e,，b，c} 相 交 , 而 且 所 有 其 他 子 集 中 至 多 有 一 人 包含 元 素 &， 至 多 有 一 个 纪念 元 素 
b, 至 多 有 一 个 包含 元 素 ce。 因此 所 有 子 集 至 多 有 1+3.1=4 个 , 即 R.C, 

(2) 集合 了 有 一- 个 元 素 昌 现在 3 个 3 元 子 集 ,但 集合 怀 的 每 个 元 素 至 多 出 型 在 3 个 3 元 子 集 , 出 设 
ia,b， 叶 是 其 中 一 个 3 元 子 集 ， 于 是 其 他 任意 一 个 子 集 都 与 它 相 交 ， 而 所 有 其 他 子 集中 至 多 有 两 个 包 
含 元 素 0, 至 多 两 个 包含 元 素 b, 至 多 有 两 个 包含 元 素 C<。 因 此 所 有 子 集 至 多 有 1+3.2 = 个, Sl 

ki, 

(3) te X pegno 它 至 少 属于 4 个 3 元 子 集 , 则 这 和 4 个 含有 元 素 a BJ 5 nT RGH 
素 两 两 不 同 ， 而 其 他 性 富 一 个 子 侍 也 应 包含 元 下 &。 笛 则 , 这 样 的 子 集 与 4 个 3 元 子 集中 每 一 个 恰 有 一 个 
公共 元 素 , 所 以 它 将 至 少 含 有 有 个 元 素 ， TREERE T, A 1+2 ken, Bl 

bh ES 1 
2 小 

u 8 =1, 2, 3, 4, 5 r, PRA k= k=0, kas kael, ;二 2。 设 #4=6， 则 集合 让 的 每 个 元 素 至 多 略 
于 2 个 3 元 子 集 否则 3 元 子 集 的 并 将 当 有 了 个 元 素 。 因 此 情形 {1) 成 立 ， 即 向 委 4， 另 一 方面 ， 设 二 = 
la, b, e, d, e, fh 则 3 元 子 集 取 为 (a, b, ch, te, d, e}, de, f. 0}， (b,d, fy, 于 是 Re =4, ¿n€ 


(T, 8, =, 16). 则 当 出 现 铺 疹 ( 约 时 ,3 >p E E 上 | =T， 当 出 现 情形 (0 或 (2) 时 ，3 


元 子 集 的 个 数 也 至 多 为 了 ， 另 一 方面 , 如果 集合 X 的 元 素 中 有 了 个 为 ac, b, e, d, e, f. g, WATIT 
子 集 : {a,b,c}, {0, d, e}, {e, f, ah, b. d, fy. 10, g, d}, {tb, 9, eh, {6 9 fi. 于 是 当 #=7, 8, 


,16 时 ,有 =7， 最 后 设 n>17,， 则 不 论 那 种 情形 总 有 ka| y |， 而 且 在 如 下 选取 的 3 元 子 集 时 达 


下 | 上 界 ， 焦 合 了 中 取 一 个 元 素 为 所 有 3 元 子 集 所 共有 , 并 将 所 有 其 他 元 素 配 成 对 【 当 为 全数 时 需 去 掉 一 


个 元 素 ), 并 与 共有 元 素 一 起 组 成 3 元 子 集 ， 于 是 当 H>17 时 ，A=| 了 2 一 | 


24.10， 设 结论 不 真 。 则 所 给 的 3 元 子 集中 任 痘 两 个 要 么 不 交 , 要 么 恰 有 两 个 公共 元 ， 如 果子 集 4 与 
BPEARSA MAB. W A, B, C 是 三 个 子 集 ， 可 以 证 明 ， 和 如果- 日 ，3C, 则 4 一 C。 事 
m. ikA= fo b, cy, B=4a, b, d}， 因 为 子 集 C 与 了 应 有 两 个 公共 元 素 ,所 以 C 应 含 a 或 b, 即 C 与 4 
相交 ,从 而 C— A. 于 是 所 有 给 定 的 3 元 子 集 可 以 分 类 ， 使 得 同一 类 中 任意 两 个 不 同 子 集 都 恰 有 两 个 公共 
元 ;而 不 向 类 中 的 子 集 不 六 交 ， 对 于 每 个 子 集 类 , 有 三 种 可 能 情形 : 

(1) 愉 含 3 个 元 素 的 类 ; 

(2) 恰 含 4 个 元 素 的 类 ; 

(3) 至 少 含有 5 个 元 素 的 类 。 

在 第 - .种 情形 下 , 3 元 子 集 类 怡 由 一 个 3 元 予 集 组 成 。 在 第 二 种 情形 下 ， 子 集 类 中 至 多 有 4 个子 集 ， 
因为 二 个 元 素 的 集合 总 芷 有 4 个 不 同 的 3 元 子 集 ， 考 虑 第 三 种 情形 ， 设 4= fa b, e) B= to b, dy E 
地 集 类 中 的 两 个 子 党 , 则 除 a, b, e, d 外 还 有 一 个 元 素 e, 它 属于 子 集 类 中 某 个 子 集 C.。 由 于 A4~C, B~ 
C, 所 以 C= (a, b, e}。 因 此 对 子 集 业 中 任意 子 集 DD, 由 4~D, B—D, C—D 可 知 ， 它 包含 元 素 4 与 
二 是 类 中字 集 个 数 比 类 中 元 素 个 数 少 2, 因为 除 &,b 外 每 信 元 素 都 恰好 对 应 一 个 子 集 , 即 它 所 属 的 子 集 ， 
二 是 ,每 个 类 中 子 集 个 数 都 不 超过 元 案 个 数 ， 但 是 题 中 所 给 的 子 集 总 数 大 于 元 素 总 元 。 矛 秆 ， 

24.11 不 能 ， 反 证 法 。 设 存在 合 平 题 中 条 件 的 一 种 分 法 。 寻 果 整 数 丁 和 上 局 属于 一 个 子 集 , 则 记 为 
nok, GANT mAh, 首先 证 明 , 对 任意 整数 mr nAn+1937, B nAn- 150. 如果 3 数 组 (5, b,c) 中 3 
Da b, “分 别 属于 3 个 不 同 的 子 集 ， 则 这 个 3 数组 称 为 “好 "的 。 于 是 由 题 中 条 件 ， 对 每 个 整数 mw 
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nn e 


3 数组 (n 一 500, n, n+ 1987), (n — 100, a —- 50, s- 1937) 以 及 【+ 1937, n+ 1987, n+ 2.1987) 部 是 “全” 
的 。 从 第 一 个 3 数组 可 以 看 出 ,ma 一 加 B nent 1981, AEDA 3 RARUA E, s+ 1S31-—n- 50. 
而 从 第 三 个 3 数组 可 以 大 出 ，# + 1937 一 + 1987， 所 以 只 能 nant 1987, mi, ALA 3 guh, E 
nit n+ 1937, m 3 数组 (8 - 100, n- 50, na》 是“ 好" 的。 由 于 二 是 企 章 整数， 所 以 3 数组 [4 - 150, n- 
100, n -50) 也 是 “好 ”的 。 再 对 这 两 个 3 数组 作 比 较 可 知 ，n~# -150， 这 就 证 明 , 对 任意 整数 8, 沟 有 
nn + 1937, H n~n- 150， 由 此 可 以 得 到 ， 
0 一 1937 一 231937 一 一 50.1937 = 546-150 -50 一 45.15850 — 50—_..— - 50, 

即 有 0~-50, 但 由 题 中 条 件 , 0 人 ~ 50, FA. EE. 

24.12 izh EEG Ay, An eu A, Bi Ba e, B. 的 元 素 个 数 的 最 小 值 。 为 兢 定 不见 ， 设 集合 A, 
AHRR. EA Be Booe Pa MATA, 因此 By Ba e B. HE A.B e 的 集合 至 沁 有 个。 不 
HERE B, Ba … Dn W ANB, 其 中 mak, RA B,, Ba s ,都 至 少 含 有 卡 个 元 素 , 国 沂 
它们 的 并 至 少 洛 有 mk 2-3, AAA J=m+1,-, #8 时， 起 门 Bj=$， 所 以 集合 Bm e 如 ,都 至 少 
EAn EATR. 因此 整个 集合 X = BUBU D 中 至 少 有 1= Rm + (n— R) (t — m) W K. SH E 


如 果 h<, AJH m< h ER, 


=n(n~ k) -m(n-28)2n(n- R) -hfa -2R AY + -k Y >, 


现在 给 出 集合 X 恰 含有 -人 EEST. RABY B X AUAU UA BERA X kiA 
二 个 责 丽 不 交 的 子 集 A 4， …， An 并且 每 个 子 集 A WE P 个 元 素 , $ B. = A, B,.=2. o, B= 


A, 则 题 中 所 有 条 件 都 满足， 

24.13 用 X 36 1983 个 车 站 的 集合 。 设 一 共 开辟 条 线路 ,用 A Anoo ADERE L 2, 
n, 名 条 线路 经 过 的 车 站 的 集合 ， 则 

(1) 对 任意 1<i<j 所 和 4i 门 45g。 这 是 因为 要 求 任意 两 条 线路 都 至少 有 一 个 公用 车 站 ， 

(D 对 任意 1<i<j<I<k, ANANA =$。 这 是 因为 每 个 车站 至 多 在 两 条 不 同 的 线路 上 。 

由 (1) 可 知 , 每 个 集合 和 4 都 与 其 他 -1 个 集合 至 少 有 一 个 公共 元 ， 由 (2 可 知 ,这些 公共 元 两 两 不 同 
因此 每 个 集合 A MEDAR- IPER, TERESA An 后 的 元 崇 个 数 之 和 至 少 为 上 (和 1]， 丰 这 
样 的 计算 过 程 中 ,每 个 元 素 都 算 了 两 次 (因为 每 个 元 素 都 属于 两 个 不 同 梨 合 ), 所 以 集合 XAUA U 
Aznan PD 个 元 素 ， 由 此 得 到 ， -l k(k-1)<198, MAKE, RAN, RITER 


的 条 汽车 线路 , 每 条 线路 至 少 应 经 过 62 A 3E bh. 


925 利用 图 的 题目 


25.1 设 集合 S 中 含有 这 样 的 三 个 元 素 a, b, c, 使 得 ab, Hawe, Ebe, Mih abi bc 
El ca, 与 条 攻 ae FA, AR cb, Mig a+r 5 cb {55| bg, Htt ob Fo., GÆTTE, 
fr S R efFiX PEB sa, d, e, WE d>a, Hesa, 如果 集合 人 至 少 含有 生 个 元 素 , 其 中 一 个 记 
作 a, 则 下 是 由 条 任 {2 得 到 ,集合 3 中 要 人 么 含有 这 样 的 元 素 唱 与 f， Ej ob, He, RAAR 这 样 的 
元 索 d 与 e， 使 得 d>4， 且 et。 这 两 种 情形 都 导致 耶 捕 。 因此 集合 中 至 多 含有 二 个 并 素 ， 认 二 = 
{a, b, ch, E ab, be, cv, 则 仿 便 是 满足 题 中 醒 个 条 忻 且 具有 三 个 元 素 鸭 集合. 

25.2 如果 大 家 都 德 此 认识 , 则 认识 其 他 所 有 的 人 的 人 数 为 1382。 设 上 所 与 如 彼此 不 认识 ， 划 所 有 其 
他 人 都 被 此 认识 ， 否 则 设 己 与 如 不 认识 , 则 44, 如 (如 这 4 人 中 设 有 一 人 认识 其 他 3 A., WRAS BE 
认识 所 有 其 他 人 , 列 有 1980 42 KINI EER BS N, E A5C@ AIR, C==B, 则 A, B, C 都 认识 所 有 
其 他 1979 个 人 (因为 在 任意 一 群 人 A, B, C, 口中 只 有 也 认识 其 他 3 人 ) ,从 而 有 1319 个 人 认识 其 他 所 有 
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的 人 。 于 是 认识 其 他 所 有 的 人 的 人 数 最 少 是 1979， 

25.3 注意， 每 个 参加 者 都 怡 好 认识 其 他 4 人 中 的 两 个 人 。 否 则 , 设 参加 省 4 认识 3 A B, C 5 
D. MJEB iC NRB, A B, C3 人 中 没有 不 认识 的 、 因 此 如 与 C 不 认识 。 同 理 8 与 D，C 与 已 都 彼此 
不 认识 。 TE B,C,D3 人 中 没有 认识 的 。4 与 3 人 不 认识 的 情形 同样 考虑 。 现 在 设 4 和 卫 .C 认 识 , 则 召 
5SCRAR. X2D5DAR,D=A DC, 如果 加 认识 C， NA, B, C, 中 4 人 中 每 个 人 都 认识 这 4 人 
中 两 个 人 , 因此 第 5 个 人 和 其 他 人 都 不 认识 ,于 是 卫 与 C 不 认识 。 因 为 也 与 4 不 认识 ,C 与 8 不 认识 , 所 
以 C 和 号 者 认识。 因此 5 个 人 可 以 接 如 下 央 序 入 库 ，E, D, B, A, C, 

25.4 ” 设 任意 三 位 数学 家 都 不 能 讲 辣 一 种 语言 。 考 虑 任意 一 位 数学 家 4。 他 至 多 能 讲 三 种 语言 ， 所 
以 他 至 多 能 与 其 他 三 位 数学 家 讲 同 一 种 语言 ， 即 至 少 有 5 位 数学 家 不 能 与 4 讲 同 --- 种 语言 。 设 了 是 这 5 
位 数 学 家 之 一 。 同 还 ， 数 学 家 怪 多 能 与 三 人 数学 家 讲 司 -种 语言 。 因此 在 与 -4 不 能 讲 周一 种 语言 的 其 
他 4 位 数学 家 中 ， 至 少 有 -- 位 数学 家 C 不 能 与 召 讲 同一 种 语言 。 于 是 A, B, C 三 位 数学 家 中 任意 两 人 者 
不 能 讲 局 一 种 语言 ,与 题 中 条 件 矛 盾 ， _ 

25.5 (1) 设 任 章 于 人 中 总 有 两 人 互 不 认识 。 如 果 .4 与 革 4 人 不 认识 , 则 由 假设 , 这 4 Ais ASE 
不 认识 ,这 两 人 连同 4 一 起 ,彼此 不 认识 , 与 题 设 相 矛 后 .因此 .4 至 多 和 3 人 不 认识 ， 即 至 少 和 6 人 认识 ， 
RAR Ba B,, e, Be 认识 , 则 Bi，B，…，Be 中 任意 $ 人 几 有 两 人 互 不 认识 ， 否 则 Be B,, --, Bs 中 有 
3 人 Ba, Ba B, 彼此 认识 ,了 A, Ba Ba B; 4 人 中 没有 两 人 人 互 不 认识 , SE 38. 如果 B, R: Ba Ba, 
ta Bs 中 三 人 B,, B;, B, ZAH, HI Bi, B, B, = AIER, 不 可 能 ， 因此 B, EET B, B,, aa 
36 中 渍 个 人 不 认识 ， 即 吾 ; EOAR B,, Ba =, Be 中 三 个 人 。 由 题 设 这 三 人 中 有 两 人 彼此 认识 。 这 两 
人 连同 Bi 和 4 一 起 ， 生 个 人 彼此 认识 ,与 假设 矛盾 ， 

(2) 我 们 证 明 , 结论 仍 热 成 立 。 如 果 有 某 个 人 至 少 认识 6 个 人 ， 则 证 明 与 (1 相仿 。 如 有 果 每 个 人 都 恰 
好 认识 5 个人, 则 共有 DO 对 互相 认识 的 人 , 但 DO 不 是 整数, 所 以 不 可 能 。 最 后 , 如 果 有 某 个 人 至 少 和 和 


#4 个 人 不 认识 , 则 这 丰 个 大 相互 认识 , 因 若 不 然 , 这 4 人 有 了 两 人 人 互 不 认识 , 这 两 天 连 辣 某 人 一 起 ， 于 是 有 3 
个 和 彼此 互 不 认识 ,与 题 设 忒 着。 结论 证 毕 ， | 

25.6 设 有 5 个 城市 按 题 中 所 说 的 方式 进行 联络 ,首先 证 明 ,没有 一 个 城市 用 同一 种 交通 工具 和 其 他 
三 个 城市 进行 联络 .否则 ,不 妨 设 城市 4 和 城市 了 , C 与 D 用 飞机 进行 联络 。 则 由 题 中 人 条件 , ih B,C5N D 
之 闻 都 不 能 用 飞机 联络 。 不 芒 设 和 CC 用 火车 联络 ,因而 城市 CC 和 号 不 能 用 汽车 联络 . 否则 城市 将 拥有 
三 种 交通 工具 。 因 此 忆 和 卫 用 火车 联络 同 更 ,城市 了 B 和 也 也 用 火车 联络 ,因此 8B, CC 和 也 之 间 都 用 火车 联 
络 , E. TE, 从 答 个 城市 出 发 , 丰 两 条 交通 线 是 同一 种 类 型 的 ， 另 两 条 交通 线 是 另 ~- 种 类 型 的 。 因 于 每 


个 城市 都 洛 有 两 种 交通 工具 。 如 采 每 种 交通 工具 都 至 少 用 在 4 个 所 市 , 划 城市 总 数 至 少 有 S -6 个 , 因 


此 必 有 某 种 交通 工具 至 多 用 于 3 个 城市 。 如 果 这 种 交通 工具 恰 好 用 于 2 个 城市 ， 则 这 两 个 城市 都 公有 一 
条 这 种 类 型 交通 线 ， 不 可 能 。 如 果 它 耸 好 用 于 3 个 城市 , 则 这 3 个 城市 之 间 使 用 这 种 交通 工具 进行 联络 ， 
世 丰 可 能 。 这 就 证 限 , 对 5 个 城市 ， 题 中 条 件 不 可 能 满足 当然 城市 总 数 更 火 ， 题 中 条 件 更 不 可 能 满足 。 
EANAN A, B,CD, 它们 楼 如 下 方式 联络 ，4 和 加 用 火车 ,C 和 万 用 汽车 ,所 有 其 他 交通 线 都 用 
飞机 , 则 是 中 所 有 条 件 都 满足 。 因 此 所 求 城市 总 数 为 4。 

25.7 首先 证 明 , 任意 两 个 认识 的 人 , 他们 所 认识 的 人 数 者 相同。 事实 上 , AREMA, 除 8 外 ，4 
所 认识 的 人 为 An Ay es An MEERE, B, Ay, An s A 中 任意 两 个 人 都 不 认识 。 考 虑 征 。 因 
为 和 和 台 不 认识 ， 所 以 它 和 加 有 共同 的 熟人 ， 其 中 除 所 外 另 一 个 设 为 Bi BJ B. 和 4 不 认识 ,所 以 除 
BE A INEA AIRAA, BI B, 和 Ar Aa s A 都 不 认识 。 同 理 ， 存 在 A 各 的 共同 熟人 Bs, 因为 
B, 和 A 不 认识 ,所 以 B, 不 是 B81。 如 此 继续 。 于 是 , 对 于 每 一 个 4 所 认识 的 人 ( 除 旦 外 ) ,都 对 应 着 这 个 人 
.和 8 的 一 个 共 疝 的 熟人 (有 除 4 外 ), 即 认识 4 的 人 数 不 超 过 认识 了 的 人 数 。 同 更, 认识 了 的 人 数 也 不 超过 认 
识 4 的 人 数 ， 因 此 -4 各所 认 况 的 人 数 相同 。 其 次 ,如 果 C 和 卫 不 认识 , 则 它们 有 共同 的 熟人 瑟 。 于 是 如 
上 所 证 ，C 入 所 认识 的 人 数 相间 ,如 和 也 如 此 。 因 此 C 和 力 所 认识 的 入 数 与 的 相同 . 
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25.8 在 所 有 34 3 hiik -汉学 生 , ADRAR SE Fi RR AR S p AA 
记 为 肯 。 为 确定 记 见 ， 设 他 是 第 -所 学 校 的 学 生 À, HüBJKiB 3 2Es2 k 25658. E A RE = BS 
entl- RE, BA ken, FRU1n+ 1- Re1。 考 党 第 二 所 学 这 由 认识 才 的 计生 B, mE iyin 
第 二 所 学 校 里 认识 上 4 的 学 生 C, 由 4, B, C 就 是 所 滩 要 的 三 名 党 生 。 如 时 得 二 所 学 校 里 名 名 认识 有 4 的 学 
生 都 不 认识 B, MB ZENERE n- ka, MEEDA MARR n+l- (n-k) R + 
1 名 学 年, 与 上 的 选取 巴 逢 。 结 沦 证 毕 ， 

25.9 对 2#EN 用 归纳 法 证 明 , 如 果 在 28 个 顶点 的 赂 由 任意 三 条 棱 部 不 组 成 三 角形 ， 则 醒 中 续 数 不 
超过 *W。 当 n=1 时 ， 校 数 总 不 怒 过 1= 岂 。 设 结论 对 n 成立 。 下 而 证 明 它 对 n+1 成 立 。 设 有 -个 具有 
2(#+]) 个 下 点 的 图 , 它 的 任意 三 条 核 痢 不 组 成 三 角形 。 如 果 图 中 没有 酚 ， 则 无 需 证 明 。 任 取 用 一 条 楼 联 
结 的 两 个 顶点 , 于 是 其 他 2" 个 顶点 中 每 个 顶点 至 多 和 这 两 个 顶点 中 一 个 顶点 有 楼 想 联 结 , 由 归纳 假设 , 这 
În 个 顶点 间 至 多 联 有 全 条 夸 , 于 是 楼 的 总 数 不 超 过 玉 +2n+1= (n+1》?, 结论 得 证 ， 最 亏 ， 如 虹 2m 个 预 
点 分 为 各 有 个 顶点 的 集合 , 并 在 不 同 集合 的 顶点 之 疗 联 校 ,而 在 阿 一 个 集合 这 顶点 之 间 不 联 梓 ， 得 到 的 
图 含有 m 条 楼 , 但 不 含 三 角形 . l 

25.10 对 小 伙 子 的 人 煞 ” 用 归 第 法 。 当 # = 工时 ,对 工 若 小 恢 子 , EURED A R FE 
结论 成 立 。 设 结论 对 所 有 小 于 站 的 数 成 立 。 下 面 证 明 , 结论 对 严 成 立 。 考 虑 是 圳 情形 。 

(1) 有 8 个 小 估 子 , 其 集合 记 作 4 他 们 所 试 识 的 站 娘 总 数 愉 为 b. ken WIRE 这 群 小 水 子 中 
每 一 个 人 都 可 以 找到 他 所 认识 的 一 位 亲 娘 一 起 跳舞 , 则 对 余下 的 小 伙 子 和 姑娘 们 ， 题 中 条 针 仍然 港 妃 。 事 
XE 设 召 是 不 出 现在 4 中 了 名 小 伙 子 的 集合 , 则 集合 吾 与 集合 4 的 并 华中 的 小 伙 子 们 至 少 认识 i b oa 
f, 出 现 站 4 中 的 小 伙 子 们 认识 的 站 如 总数 恰 为 名, 所 以 集合 五 中 诗 名 小 伙 子 至 少 认识 计 名 余下 的 让 娘 ， 
于 是 , 由 归纳 假设 ,不 出 现在 .4 中 的 每 位 小 伙 子 也 可 以 和 他 所 认识 的 一 位 姑娘 ~- 起 跳舞 ， 

(2) HER kcn, 以 及 任意 号 位 小 伙 子 ， 他 们 所 认识 的 姑娘 人 数 超 过 中 ， 则 让 一 位 小 信子 先 和 他所 
认识 的 姑娘 结伴 ,余下 的 小 伙 子 和 姑娘 们 的 集合 仍然 满足 题 中 条 件 。 事 实 上 , #- 1 位 余下 的 小 伙 子 上 h, E 
£ h KT 3 ikin k+1 5688, 其 中 有 一 个 可 能 已 有 舞伴 。 于 是 由 归纳 假设 ， 余 下 的 小 伙 子 中 德 一 
位 都 能 和 他 所 认识 的 寻 娘 结伴 ， 


25.11 内 为 共有 ;2 =210 对 城市 ,每 两 个 城市 之 问 都 至 少 太一 家 航空 公司 的 航线 ， 而 每 家 航空 


公司 则 只 能 在 C3 =10 对 城市 之 间 开 及 航线 , 因此 ,航空 公司 不 得 少 于 f =21 >, 


下 面 给 出 -种 具体 的 安排 ， 以 说 明 21 家 航 室 公 司 确实 可 以 满足 楼 求 ， 让 一 介 贺 大 上 取 21 个 24 等 分 
点 , 接 顺 时 针 方向 依次 标 上 号 码 1, 2, …, 21。 首 先 , 在 1, 3, 8, 9, 12 号 的 位 置 上 各 放 一 枚 活动 柑 子 ， 表 
示 第 1 家 航空 公司 在 1, 3, 8, 9, 12 号 这 五 座 城 市 之 间 开 设 航线 ; 然后 ， 让 这 拓 校 活动 棋子 泥 肽 时 针 方 疝 
移 到 下 一 个 等 分 点 2, 4，9，10，13， 表 示 第 2 家 航空 公司 在 2，4，9，10， 卫 号 这 五 庶 城 市 之 问 斗 温 航 
线 ;……， 五 枚 活动 棋子 从 初始 冬 置 移动 衣 次 后 所 车 的 五 个 等 分 点 的 号 码 ， 就 是 第 上 家 航空 公司 所 服务 的 
Supi BB, h =2, 3, 4, ..., 21， 因 为 等 分 点 1,.3, 8, 9, 12 两 两 之 间 的 腾 线 ， 包括 了 正 21 边 形 的 边 
长 和 所 有 不 同 的 对 角 线 长 度 , 所 以 每 一 对 城市 都 有 某 家 航空 公司 为 其 开设 航线 ， 

25.12 对 fnENN 用 归纳 法 证 明 ， 如 果 有 nn 家 公司 A An e A 和 NN 个 城市 Pi Pa <. Py, 其 中 
六 >2n， 和 而 且 任 意 两 个 城市 都 有 航线 ， 则 必 有 一 家 公司 ， 它 能 担负 只 用 奇数 次 航线 的 环 游 飞行 。 所 消 环 
游 ,是 指 从 某 城市 出 发 , 经 若干 个 城市 ， 最 后 回 到 项 来 的 城市 。 由 于 1983 ->1024 = 28, 则 题 中 结论 恒 得 到 
WE. 30 n=lmF, MLN223, 而 且 P P.P.P. 即 是 所 需要 的 环 游 路 线 。 设 结论 对 nn 一 1 成立。 正面 汪 明 结 
论 对 4 成 立 。 设 公司 如 担负 的 所 有 环 游 路 线 都 是 由 候 数 条 航线 组 成 的 [否则 结论 已 无 般 证 明 ),， 旬 芒 王 述 
方式 将 城市 分 为 两 组 只 和 日 ， 设 P. 是 有 公司 4, 经 营 的 航线 的 城市 (如 果 P, 不 存在 ， 划 实际 上 只 有 + - 
1 家 公司 , 由 归纳 假设 结论 成 立 ), 则 把 P, 归 到 集合 是 。 然 后 把 所 有 由 P, 出 发 , 经 公司 À, 的 航班 直达 (无 
需 中 转 ) 的 城市 妇 到 集合 驴 。 再 把 所 有 由 驴 中 某 个 城市 出 发 , 经 公司 A, 的 航班 直达 (元 需 中 转 )〗 的 城市 归 
到 集合 玉 。 注 意 ， 分 到 同一 个 尝 合 吕 或 纺 申 两 个 城市 之 亲 设 有 公司 4, 的 航线 ， 再 则 就 有 由 公司 4, 经 营 


L29051 


只 用 副 煞 次 航线 的 环 游 。 邵 果 已 经 把 所 有 出 城市 P, 出 发 , 经 公司 A, OE shiri) 所 能 达到 的 域 
ys, 下 从 休 下 的 城市 中 取出 -- 个 有 公司 A, 的 航线 的 成 市 ， 把 它 归 到 集 分 R. +A*Pe e i pikiran 
过 程 。 刘 此 继续 , 直到 余下 的 城市 没有 公司 A, 的 航 线 为 止 ， 最 后 把 余下 的 城 亦 都 当 到 集合 k. PERA 
城市 都 已 分 为 两 织 吕 和 Q. 这 两 丝 中 诗 少 有 一 组 至 少 舍 有 29-1+ 1 个 城市， 而且 每 - -组 中 只 有 公司 A 
Àx …， Ai (UBA (k Z, 公司 A, 只 有 从 且 的 城市 到 但 的 城市 的 航线 )， 余 下 的 使 是 用 归纳 保 设 了 ， 

25.19 Hvn vo， 下， 售 穴 示 # 省 选手 。 设 结论 不 成 立 ， 叶 去掉 枉 宕 一 个 选手 之 后 ， 总 有 两 个 选 

手 , 他 们 在 余下 的 选手 中 已 赛 过 的 对 于 完全 相同、 则 对 每 个 有 =1, 2，…, n, 去 掉 选 手 p, 之 后 ， SO 
Ék fF. ti; tk 可 能 有 儿 对 ， 但 只 取 一 对 就 能 了 )}， 地 们 在 余 干 的 二 ~- 工 个 选手 中 已 赛 过 的 对 于 完全 相同 . 
OL D2 es Dn ERMA IPE p. 与 59; 同 联 -一 条 楼 ,并 编导 为 中。 于 是 得 到 一 个 图 , CSA n AS f a l n 条 
É. hE E, 这 个 图 由 合 有 一 个 图 ÉI bi Oit BH AE Utra DU s Biati 的 编导 依次 为 Ri. 
Rn eg Ra F u, AFE A EDA 与 u, 联 有 楼 ho MEORE on 的 对 手 集 A, EES A, 中 
EIRE SA ,得 到 的 ， 同 祥 选 手 ve 的 对 于 集 Ar 是 在 A, 由 添加 或 删 掉 顶 点 v2, 得 到 的 ; …*…; 最 
后 选手 yi, 的 对 手 集 4, 是 在 选手 ww 前 对 手 集 An 中 浅黄 或 删 掉 顶点 rw 得 到 的 。、 由 于 ta Yp …， 
Ura PHPa 80, A 和 A, 不 可 能 相 局 ,但 它们 都 是 选手 u, AEE, AE A, = A,, 2 IË, 

29.14 HAEE, WERP EE, EAR it 4 是 获胜 最 客 的 一 玫 选 村。 如 困 & BERT 
选手 , 则 e RERET, JE a Ea G Baon Bs, 但 负 于 选手 ey, cx = en MAF c, POE S T 
某 个 选 各 bo 和 否 列 选手 c, 将 打败 所 有 选手 b ba =, bx, 从 而 ci 所 赢 的 选手 数 比 上 的 多 ， 与 和 的 选 又 下 
盾 , 于 是 a 胜 by, bJ c, BERNE AGA ce iaa, 3, on d HAEA b, E b Ee, Tale bi, 
bi k: ciy 这 就 评 明 ,8 是 优秀 选手 。 其 次 证 阴 ， 如 果 央 秀 选 手 只 有 一 个 ， 则 他 必 胜 其 他 所 有 选手 ， 用 反 证 
法 设 上 是 只 一 的 优秀 选手 ,但 @ RIERA HAEE, AIRE a HERF bi, bs, =, b, IB ñ Tika c 
Ca s ep 并 中 11， 把 这 场 体 育 比 赛 息 制 在 选手 eu cx en Co PRAET e), cx, o, 6; ZAER 
场 比赛 中 的 结果 ， 则 由 上 面 证 只 揭 结论 ， 在 选手 rn Cp …， a PA- ERREF, AIRA a. TER 
Pr os BE. c, BE Cs B 2 fy c, TE ci RE c; c hk e... Wç bi, laik, 8 cik a, a kr bi, H 
IEn ERTES LARKA u F. SiE- E. A o RERA W, 

25.15 首先 注意 ,如果 招 球 队 看 成 款 手 ， 则 本 题 所 说 的 冠军 队 归 是 工 题 中 的 居 秀 选手 。 于 是 如 十 是 
HEIEN, 冠军 队 一 定 存在 ， 市 得 魔 的 场次 最 多 的 球 队 一 定 是 冠军 队 。 现 在 设 恰 有 两 个 冠军 队 -44 和 B, 而 
AAIR AERA 旦 。 由 于 妖 为 冠军 队 , 所 以 存在 球 队 C， 使 得 昌 胜 C, WI C W: 4, ra n B i pk 
ARRARAS, 刚 SS#G。 所 有 既 胜 所 又 胜 呈 的 球 队 和 集合 记 作 了， 所 有 负 王 .4 的 球 队 集 合 记 作 M. 
于 是 SUTUMU1{4, B} 即 是 所 有 戎 加 比赛 的 球 队 集 合 。 如 虹 了 尖 #$， 则 在 比赛 时 荆 中 任意 两 个 球 队 都 赛 
i, UT pR ERRAR, EC, RACET BE A XE B, 于 是 怠 是 莫 个 排球 比赛 的 冠 
=, ura A., HiT =d, EE, S 中 球 队 自然 也 产生 冠 衬 队 CC。 由 于 C 胜 及 ， 太 和 胜 号 ,而 县 44 胜 任意 
RE DE M, 所 以 CC 是 整个 比赛 的 冠军 ,矛盾 ， 这 就 证 明 愉 有 两 个 冠军 队 。 

25.16 流 任 意 相 邻 的 两 个 方 格 中 二 数 之 凑 至 多 为 fH-1， 对 hE (1. 2, +, n, ARRS E 
L 2，…， 中 的 方 格 集合 , B, 表示 写 上 Atn, 天 十 站 + 二 PUDRE C 表示 其 他 所 有 方 格 的 集合 ， 
由 假设 ， 集 合 如 中 的 方 糖 与 38; 中 的 方 格 不 相 邻 、 集 合 Cs 恰 售 8-1 个 方 裙 ， 因 此 棋盘 上 必 有 一 行 和 一 
烈 ， 它 们 没有 Cs 的 方 格 ， 也 即 必 有 一 行 和 一 列 的 方 萎 旨 么 全 部 属于 An 92 B B,. H k=1 BF, 
A 悦 含 一 个 方 烙 , 因此 B, 含有 -- 整 列 和 一 束 行 的 方 格 。 当 Rn -n Br B a, k bi, Wk Barn 
不 可 能 售 有 -- 整 列 或 -- 整 行 的 方 宕 ， 于 是 存在 keil, 2,-…', 控 ~ 有 -1}， 使 得 集合 B I, Ba n B, $ 2 
有 一 整 列 和 一 整 行 的 方 格 ， 但 ha 却 不 具有 这 一 人 性质， 从 而 A 含有 一 整 列 和 一 整 行 的 方 格 。 所 以 B, 
和 Aa E, HT B.C Ber Bl Ber 和 Ar 32,255, 


$26 各 种 组 合 问题 
26.1 设 经 过 车 干 次 题 中 所 说 的 运算 后 得 到 的 是 由 同一 个 数字 组 成 的 数组 。 设 这 是 在 经 过 次 运 
[ 267 | 


” ak mm Qmmauns- arik uui arama masma. fo ° Cr. ae a Fertai gha Pean ahr ga G sono 1. 


算 后 第 一 次 出 现 的 ， 则 经 第 -1 次 运算 后 加 两 上 的 数字 应 是 丰 同 的 ， 并 且 和 不 为 0， 因此 都 是 1。 开 
于 次 送 算 后 任意 两 个 相 邻 数字 都 是 不 同 的 ， 因 此 数字 0 和 数字 l 一 样 多 ， 即 数字 的 总 数 应 是 候 数 ， 与 
是 中 条 件 矛 拓 ， 

286.2 把 整个 平面 分 成 大 小 相同 的 正方 形 ,每 个 正方 形 由 和 个 方 格 组 成 然后 给 每 个 正 沪 形 染色 ,在 
目 铺 的 方 格 染 成 黑色 , 右上 和 角 为 白色 ,左下 角 为 红色 , 而 石 下 角 为 蔓 色 ， 于 是 , 一 方面 ， 两 个 问 色 的 方 衫 总 
不 相 邻 , 另 一 方面 , 在 标 出 的 方 精 中 至 少 有 四 分 之 一 的 方 梦 同 名 , 否则 所 有 的 方 格 应 少 于 


4( 人 个， 

26.3 除 中 央 那 个 小 立方 体外 的 26 个 小 立方 体 接 国际 象棋 棋盘 方式 用 黑色 商 色 染色 ,使 得 恰 有 2“ 个 
保 面 在 大 立方 体 囊 午 的 12 个 小 立方 体 为 白色 ,而 余下 二 个 小 立方 体 汶 黑色。 注意 , 在 任意 两 个 具有 公共 
典 面 的 小 立方 体 中 必 有 一 个 为 白色 ， 另 一 个 为 黑色 。 各 果 老 鼻 能 吃 闪 所 说 的 26 个 小 立方 体 ， 则 这 些小 立 
方 体 可 以 分 为 13 对 ,每 一 对 有 一 个 自 色 小 立方 体 , 一 个 黑色 小 立方 体 。 王 是 白色 与 黑鱼 小 立方 体 一 样 多 ， 
趟 可 能 , 因此 老鼠 秆 能 吃 完 所 给 的 小 立方 体 。 

26.4 不 妨 设 A< A<... < A, WI RAS FPR i, 使 得 在 点 三， Aa n, A 中 所 有 生 科 颜色 的 点 
都 出 现 、 则 点 A 的 颜色 和 点 A. Arn oe A... 都 不 同 ， 再 选取 最 大 的 下 标 j， 使 得 在 点 A, Armo os 
4 中 所 有 和 种 颜色 的 点 都 出 现 。 则 点 A, 的 颜色 和 点 Ano A... . A 的 颜色 痢 不 同 , FERR A, A] 
BERTRAN, | 

26.5 设 总 是 负 三 角形 的 个 数 ， 对 每 个 三 角形 ， 把 称 在 三 边 上 的 数 连 生 ， 然 后 把 所 有 得 到 的 乘积 连 
冬 。 得 到 的 乘积 即 为 [ - 1)*。 注意 ,因为 每 条 线段 属于 #-2 个 三 角形 ， 所 以 每 条 线 眉 所 标 上 的 歼 太 这 个 
连 乘积 中 出 现 #-2 次 ,因此 得 到 的 际 积 为 (- "2m, PEL R HER - 2)m==nm(mod 2)is] A (8. 

26.6 设 泪 汽 车 带 有 足够 的 汽油 ， 使 得 它 刚好 能 够 跑 完 整 条 公路 而 无 需 加 铀 ， 并 让 总 车 从 任 瘟 一 个 
都 油 站 出 发 ， 到 每 一 站 都 带 上 该 站 所 有 存储 的 汽油 ,最 后 回 到 出 发 的 那 一 站 , 这 时 汽油 的 数量 仍 和 出 发 时 
一 样 多 - 用 几 表 示 汽 车 在 行驶 过 程 中 所 带 的 汽油 数量 最 少 的 那 一 站 , 这 时 汽车 里 汽油 的 数量 记 作 z。 如 果 
带 着 汽油 数量 为 z 的 汽车 从 起 视 站 万 开始 行驶 , 则 油 钠 里 汽油 数量 总 不 小 于 x， 因 此 如 果 带 着 空 座 的 汽车 
在 加 油 站 如 加油 , 然后 从 这 一 站 开始 行驶 , 则 它 能 驶 完成 整个 环形 公路 的 行程， 

26.7 把 棋盘 分 为 四 个 部 分 , 每 部 分 由 两 个 列 组 成 ， 设 白 方 在 任意 一 部 分 进 招 , 枝 方 就 在 同一 部 分 应 
招 。 这 时 , 如 果 黑 方 能 够 在 任意 的 部 分 上 剥夺 和 白 方 进 招 的 机 会 , 则 白 方 总 是 元 法 再 走 的 。 于 是 只 要 能 鲍 给 
出 限制 在 两 个 列 . 上 的 游戏 中 黑 方 取胜 的 策略 就 鹏 了 。 和 如果 自 方 让 自 子 前 进 # 格 ， 则 黑 方 让 另 一 列 上 的 黑 
子 前 进 站 格 。 如 果 白 方 让 折子 后 退 且 烙 , 则 黑 方 让 同一 列 上 的 叶子 前 进 且 烙 。 于 是 ， 在 每 走 一 步 后 ， 黑 方 
总 是 在 同一 部 分 的 两 个 列 .上 移动 棋子 , 要么 移动 同一 列 上 的 棋子 , 要 人 么 是 男 一 列 上 的 棋子 ， 因 此 自 方 每 走 
一 步 后 ， 黑 方 总 是 能 对 应 着 走 、 即 黑 方 不 会 输 ， 男 一 方面 , 黑 方 总 是 往 前 走 , 所 以 游戏 必然 有 限 步 之 后 结 


束 ， 因 此 是 方 总 能 赢 ， 
25.8 把 从 2 开始 的 所 有 整数 配 成 对 : (ZR, 2F4+ 1), Re N, MW|n,n-1l, 3 三 个 数 中 必 有 两 个 


组 成 一 对 。 先 走 的 人 第 一 步 应 把 编号 不 能 配对 的 方 格 上 的 棋子 走 到 编号 为 1 的 空格 。 这 枚 棋子 就 不 能 青 
HT. 设 第 二 个 人 让 一 枚 棋子 走 到 某 个 编号 为 嫩 的 空格 ， 则 先 手 应 把 余 
下 的 棋子 走 到 编号 为 m- 13 m+ 1 的 室 格 ,使得 编导 和光 能 组 或 一 对 ， 于 
是 只 要 第 二 个 人 能 走 , 则 先 走 的 人 就 能 走 。 因此 只 要 重复 这 么 走 , 先 走 就 
不 会 输 。 由 于 这 种 游戏 经 有 限 步 总 会 结束 , 所 以 第 二 个 人 必定 要 给。 

26.9 用 0,1,2,…, 了 从 下 到 上 给 方 格 的 行 编号 , 并 用 相同 的 数 从 
KEBRSENIRS, 对 每 个 编导 的 方 客 求 出 它 所 的 行 数 与 列 数 之 
和 z。“ 海 及 是 ”初始 位 置 的 方 格 上 的 和 数 为 0， 海豚 星 每 走 一 步 , 它 所 在 
的 编号 方 格 上 的 x 要 么 增加 1, 要 么 减少 2。 因 此 z 被 3 除 的 余数 构成 下 | 
TARZ): 0,1,2,0,1,2,... HARRERAN DK MEZI% 
个 方 粮 愉 好 一 次 , 按 海 豚 旺 所 走 的 顺序 ， 把 除 初始 位 置 的 方 格外 63 个 方 
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⁄4y25 21 组 ， 每 组 三 个 方 格 。 则 每 一 组 恰 有 一 个 方 格 ， 它 的 和 数 为 3 的 倍数 ， 但 是 这 样 贡 方 省 (网 23.1 
中 带 阴影 的 ) 只 有 20 个, 矛盾 。 因 北海 明星 不 能 走 这 所 有 方 格 ， 

26.10 #mP226,2 所 示 把 无 限 大 棋盘 的 所 有 方 格 分 为 三 个 集合 ， 其 
中 不 同 数字 琢 示 不 同 集合 的 方 格 , 则 每 走 一 步 之 后 ， 有 两 个 集合 ， 它 位 的 
模子 各 减少 一 个 , 而 有 一 个 集合 却 增 加 一 个 .这 吉明 ， 每 个 集合 里 的 棋子 
数 的 奇偶 性 都 要 改变 ， 因 为 开始 时 棋子 布 满 一 个 《3k) xn 矩形， 所 以 每 
个 集合 蜡 的 寞 子 数 都 相等 。 因此 每 走 一 步 后 ， 三 个 集合 的 棋子 数 的 奇人 
福 氏 相间 。 如 果 在 去 若 干 步 之 后 , 棋盘 上 恰好 测 下 一 裤 构 子 ， 则 有 两 个 入 
合 的 根子 数 为 候 数 , 另 一 个 则 是 奇数 。 因 此 这 种 结局 是 不 可 能 的 。 

26.11 方 格 表 中 各 行 依次 自 上 而 下 编 为 第 1, 2，…，? 行 ,各 列 依次 
自 左 吏 右 编 为 第 1 2,--.,n 列 。 把 第 i 41888 j 列 , 并 从 第 下列 减 去 第 
i 行 的 运算 记 作 Abe 对 这 个 数 表 依次 进行 操作 Ahn Airi 4 
煞 考 中 对 角 线 上 的 元 素 除 第 a 行 第 列 处 外 部 变 为 0。 再 对 得 到 的 数 去 
进行 操作 Apo AL... Ain Ahn MAn WARE ITTA] ALR m 26.2 
EFA 0, WERA nEn Pki ROR bk HIS. TERKMA i=l, 2, on n- 158 j= 
L2, o, n- PETERR Ber RUB 3E ANA n 列 的 数 可 能 不 为 0 外， 其 他 所 有 的 数 都 变 为 
0， 浊 是 教 表 中 每 行 、 每 列 上 所 有 的 数 之 和 者 为 0, 而且 这 个 性 质 在 进行 题 中 所 说 的 操作 之 后 保 将 不 变 , 因 
WAGED n FRA n 列 上 的 数 也 都 为 0， 

26.12 首先 证 六 ,给 定 的 由 多 面体 至 少 有 -个 界面 不 是 三 角形 , 否则 设 它 的 个 界面 都 是 三 角形 ， 
因为 每 个 界面 有 3 条 核 ,每 条 楼 肩 于 两 个 界面 ， 因 此 多 面体 有 -各 条 模 。 又 网 为 每 个 界面 有 3 个 顶 点 ， 
每 个 顶点 同时 在 三 个 界面 上 ， 所 以 多 面体 有 个 顶点 。 由 欧 拉 公式 (定理 3),， 有 ntn- =2， Es 
n=4, 与 题 下 条 件 矛盾 ， 其 次 给 出 先 写 者 取 驻 的 策略 : 第 一 步 应 在 不 是 三 角形 的 界面 A 上 签名 与 界面 
A 相 部 的 界面 至少 有 4 个 , 第 二 个 签名 者 于 多 在 其 中 一 个 界面 签字 ,所 以 与 A 相 邻 的 界面 中 至 少 还 有 三 
个 , 记 汶 A An As， 尚未 签名 ， 先 写 的 第 二 步 就 在 界面 A 上 答 名 最 后 ， 先 写 的 第 三 步 在 界 下 A 或 
A 上 签名 ,不 管 第 二 个 签名 者 在 哪儿 签名 ， 于 是 先 写 的 在 第 三 步 就 会 启 。 

26.13 Wnet RARER, BERT A KR S ARR m S E Aë Ham = 2" 个 工 组 成 的 。 
当 = 四 对, 育 SC = (aa) = 1。 设 结论 对 “1 成立 。 下 面 证 肯 结 论 对 # 成立， 注意 ,在 数组 

T(A =S(S(A)) = Sa Cig, 1", Gat) 
= (a,G;, G;G4, 8süs, 0:06, 3 Ons0ns Om-103, 0,05) 
中 ， 位 于 人 悍 数 位 置 上 的 数 档 成 的 数组 ， 与 数组 (mn, úa Gs 0m) 经 运算 5 后 得 到 的 数组 是 相同 
He EL 位于 数组 人 ( 作 的 坷 数 它 置 上 的 数 构 成 数组 S(ar, cs, o 0a), BERRE, 在 二 =2 k 
运算 了 之后， 得 到 的 数组 不 论 在 眉 数 或 霖 数位 置 上 的 数 痢 是 1。 负 此 在 术 次 运算 $ 之 后 整个 数组 帮 由 数 
1 组 或 

26.14 4 A= (时 ,Se(4) = (01, Gn =, aa 中 满足 ai =a, = 0 的 数 对 Ca， ow1) 的 个 数 记 为 fa 
满足 6 =0,， gis1 = 1 的 数 对 (ass cs) 的 个 教 记 为 0。， 由 题 意 可 知 ，5"(4) 中 数 对 (0, 0] 必 由 3 (4 中 的 
数 对 (0, DAEA S 而 得 到 的 , M SIA) 由 的 数 对 (0, 1) 必 由 Ss-2(A) 中 的 工 或 数 对 (9, 1) 经 运算 5 而 
得 到 ,由 于 S" (4 是 2 数组 ,其 中 有 -一平 的 项 a, 39 L 所 以 

Í, = gn.1 = + fa. 





庶 此 得 到 , 当 n 为 奇数 时 ， 
22 
当 n 为 惕 数 时 ， 
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fa =n aa pn 2 f. = 2. = y" 


+1, 


书 得 fr = 3 (27-i. ( — 1D, 


26.15 反 证 法 , 设 棋 盘 上 不 能 再 放 进 CERERA TERA Eng yapi, 5 6. HEE 
方 第 一 行 中 至 多 有 3 个 空格 《 层 卡 被 多 米 诺 冉 牌 盖 住 的 方 格 )， 因 此 棋盘 下 方 的 39x53 区域 思 至少 及 个 . 
Ei WATI 的 棋 息 方 5x6 区 域 里 所 有 光 米 诺 骨 有 牌 的 集合 记 作 
B, 设 zEA4， 则 空 烙 t 的 上 方 与 < 想 邻 的 方 格 5. - 定 被 基 个 多 米 诺 骨 牌 « 诸位， 否则 相 邻 的 宝 格 了 入 、 
和 
A, ry, 有 (I) =%=p(y), 则 a 是 集合 有 4 中 方 格 x* 与 的 上 方 的 多 米 诺 骨牌 , 因 谍 室 燥 2 与 gy 相 他 ,不 . 
可 能 ， 这 表明 ,g 是 集合 所 4 到 集合 昌 的 一 个 单 射 。 基 此 集合 旦 所 含 的 多 米 庙 骨 济 数 人 不 小 于 集合 44 所 合 的 空 
eat. PR PIE FO S x 6 区 域 中 至 少 有 1 个 多 米 诺 骨牌 ， 另 一 方 座 , 棋盘 上 至 少 有 14 个 空格 , 除 下 方 一 
行 6 个 方 烙 外 , 械 送 上 方 5x6 区 域 中 至 少 有 8 个 室 格 , 因此 至 多 有 5x$-8= 妈 个 被 多 米 湛 下 牌 莽 住 的 广 
格 , 所 以 至 多 有 11 个 多 米 诬 骨牌 。 于 是 棋盘 上 方 5x6 色 域 里 悦 有 1 人 多 米 诺 骨 牌 , 印 司 有 8 个 空格 。 外 
而 自 盘 下 方 最 后 -一行 炸 有 有 68 个 空格 ， 记 以 可 以 青 放 上 一 个 儿 米 诺 明 委 ， 与 假设 巴 
B. 

26.16 首先 注意 ,3x2 矩形 可 以 用 特 利 米 诺 履 盖 (图 26.3), ER 2n x24 
RRRA, 各 取 一 个 宽 为 六 个 方 格 的 条 形 区域 ， 它 们 的 并 记 作 避 。 如 果 章 
掉 的 方 格 不 在 图 形 如 工 , 则 可 以 用 3x 2 EEE TREE G (02.4), 剩 下 一 个 合 E 25.3 
ASIP — AAR- 3) x 2(n- DEDE, 34 nT 
时 ; £ FEBS PK o LIHET. BDI 354 nas, YE 
所 专 可 能 的 情形 。 

(1) 3 =T。 缺 一 个 方 格 的 2x2 正 方形 可 以 用 一 个 
SAKER ROLAR RRE). 

(2) #=2. 存 4 个 2x2 正 方形 中 有 一 个 售 有 前 挤 
的 方 格 , 其 地 三 梢 可 以 用 一 个 特 利 米 诺 材 闭 ， 而 3 个 不 
含 剪 掉 的 方 格 的 2x2 正方 形 可 义 用 特 利 米 诸 覆盖 { 园 
26.5), 

(3) ?=4、 可 以 利 用 情形 (所 中 的 获 盖 ， 即 前 掉 任 
意 - -个 方 冤 的 4x 生 正方 形 玫 可 用 特 利 洲 诺 覆盖 (图 
23.6). 

(4) n=5, SAMBIA HR LO x 10 CAREA 
以 分 为 两 个 3x 10A a0 maA 
HART 4 x 10 368. 3. 103EJETR[DI 135 AU] 2 ië 
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me. 4510069 AAA 3x 4 矩形 和 一 个 合 有 汶 掉 一 个 方 烙 的 4x4 正方 形 , 而 3x4 600 A 
葛 掉 一 个 方 糙 的 4x4 正方 形 痢 可 用 特 利 米 诺 履 总 。 L< 
26.17 y 8x BRELEZ E 10 AFRE MRA 8521 
ARNEE 8-103034, PEIRE 2x2 E3 SSS SN 
分 为 16 个 区 域 ， 丰 狄 利克 军 原 理 (定理 1)， 至 少 有 一 个 区 域 含有 三 > N Z 
A AQY0SROKCIR RASA. 于 是 棋盘 上 还 可 以 再 择 上 一 个 竺 利 米 | 4 LA VAA | 
谐 。 图 26.7 iA ARREN RE BRELES HS 
TIDUE E 11 ARRAN, ALARN 
26.18 (1) 尝 虐 向 一 列 上 所 有 同色 方 格 组 成 的 方 格 对 ， 这 里 NN NHN 
约定 每 一 列 的 害 为 4 每 一 行 的 长 为 1 每 一列 上 至 少 有 秽 个 同色 方 SG NSS 
KI ATENEA LESE 14 对 同色 方 客 对 ， 因 此 至 少 有 7 对 同 
色 方 烙 对 , 其 中 的 方 入 同色 。 因 为 每 一 列 上 所 有 的 方 格 对 共有 C8 =6 ` m 26.7 


suma F FUN 3BBLE HY BBS 6 33. REEM >; 
PE; Gpe ax T HA 31, (1 中 结论 仍 成 立 , 此 即 1985 >= Z 
= 





FFARR A, Z z 
26.19 Tim a M PARAS 这个 到 (根据 横 — fh 





34) 和 2 ir RREA. 1442804 p 8 -Ae AA m 26.6 








少 于 -= 代 个 ,其 中 在 第 于 列 上 的 点 数 记 作 oa i=1,2, …，12。 则 有 at a+ … + 02248, WR JGP 
在 第 1 列 上 的 点 特 成 的 点 对 个 数 为 了 9 一， i=1， 2，…, 12, 这样 的 点 对 总 数 为 
A= 1 oa 1) + 2 ü;(G;-— I) +r t a,,(aa — 1) 


= y (at tate p 01) — 5 l(a toot "T G), 
由 平均 值 定理 {定理 队 , 有 
A Matni ntm) L Cor+ 94+ + an) 

1 48 48 

2 U 
同一 列 上 等 个 所 阅 的 点 对 都 可 以 由 其 中 的 点 的 纵 坐 标 确 定 一 个 行 对 。 由 于 所 有 不 同 的 行 对 个 数 为 C3 = 
68, 它 小 于 A, 所 以 必 有 两 个 所 说 的 点 对 , 它们 所 确定 的 行 对 相同 、 于 是 求 得 4 个 点 ， 它 们 便 是 所 需 的 短 
形 的 顶点 。 

26.20 (1) 如果 (x1 D), (za y). (zn wE AETA 的 坐标 , 则 它 的 中 线 交 线 的 坐标 为 


(3 (mm Fz) 3 l ye +), 


加 果 z, y 3 除 的 余数 分 别 为 mn ras 则 点 (rb ra) RAAE HE. ABR ita AA 这 
只 需 取 如 下 的 点 即 可 ， 两 个 型 为 人 0, 0), AARAA, 1), 两 个 型 为 (1 站 ,以 及 两 个 型 为 全, 切 的 点 。 除 
比 之 外 , 其 中 任意 三 二 不 共 线 。 满 中 这 些 条 件 的 点 是 存在 的 , 点 (0 0), (0, 9), (3, 1), (3, 4), (1, 0), (4, 
3), (1, 1), (T, 机 同 是 一 全 ,现在 设 有 9 个 点 ,它们 满足 是 中 条 件 ， 把 9 个 碟 按 型 分 组 。 如 果 其 中 有 三 个 
同型 点 , 风 它 们 组 成 的 三 角形 的 中 线 交 于 整 点 (斯 举 标 虱 是 整数 的 点 }, 不 可 能 ， 轩 此 这 9 个 点 至 少 分 为 8 

即 至 少 有 5 个 永 辣 型 的 点 。 把 这 个 点 按 它们 的 横 坐 标 被 3 除 的 余数 分 为 三 组 ， 郊 条 某 一 组 含有 
3 个 点 ， 则 它们 组 或 的 三 角形 的 中 线 交 点 为 整 点 ， 不 可 能 。 因 此 每 一 组 至 多 含有 2 个 点 ， 凤 这 3 个 组 中 
有 两 个 组 各 愉 含 两 个 点 ， 第 三 组 恰 售 一 个 点 ， 不 妨 设 这 一 个 点 的 型 为 (0, 0), 到 其 他 生 点 四 不 能 有 型 (0， 
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1)#1(9, DRA eME OCE 8Ë E] Rp 28 (1, DA, DARNA 耕 则 它们 和 型 为 (0, Ü) 的 点 上 所 组 或 的 三 
角形 中 ,中线 交 于 整 点 ， 同 理 , 这些 点 中 也 不 能 同时 有 型 为 (1, 2) 和 (2,1) 的 两 个 点 , RARAC, 0) 
与 刀 ; 们 的 两 个 点 。 由 此 得 到 , RERA, ORA 至 多 共有 和 个 不 同型 的 点 ,了 乞 征 ， 

(2) 每 个 整 点 (x, g, z) 都 对 应 一 组 数 g(z), aW gE) 它们 分 别 是 zy，z 被 3 除 的 祭 数 。 因为 
8(2) 至 多 可 取 3 个 值 ,因此 31 个 给 定 的 点 中 至 少 有 13 个 点 ,它们 所 对 应 的 秆 (z). PFE, X 1 个 点 
中 至 少 有 5 个 点 ,它们 所 对 应 的 值 RE, EW, 对 于 顶 虑 为 {xi Pa tih (Zə Bs t)i (En Yi Za) 的 
三 角形 , 其 中 线 交 点 的 坐标 为 


y, = 1 t Z: T Ta Vit ya+ Hs Zt + Za + Za 
Ü 3 n 一 一 ` L — — 


AiR 
gir) = gs) =glza) g1) = 9(u>s) =g(us); 
NÚ co 和 i 39638. HASAR zi + zy + zzg=0(mod 3) a 为 整数 。 对 上 面 的 5 个 总 ， 它 们 的 g(z)iü 
同 ， 9 也 相同 。 如 果 这 5 个 点 中 有 3 个 点 ,它们 的 5(3) 分 别 为 0, 1, 2, 则 对 这 3 个 点 有 ， 
z + 22 + zgi) + g(z;) + g(z j=) + 1 + 2=Ü(mod 3), 
如 困 孙 存在 这 样 的 3 个 点 , 则 对 上 面 的 5 个 点 所 对 应 的 值 o(2) 828 Š 43, BERA 3 sl, T TTPR 
对 讶 的 值 虽 fs 相同 ,从 而 它们 所 决定 的 3 为 整 狼 。 

26.21 设 棋盘 上 每 个 和 堡垒 至 少 受 到 另外 一 个 摆 垄 的 攻击, 则 可 及 区 分 出 基 些 堡垒 对 ， 使 得 每 对 中 的 
保全 能 相互 攻击 ， 并 且 不 受 其 他 任意 一 个 至 爸 的 攻击 。 而 且 所 有 未 在 这 些 对 里 出 现 的 佬 华 都 不 受 泽 双 的 
攻击 。 设 所 说 的 堡垒 对 的 数目 为 A, S 20843 5, Snx 3r td Pakashka m au G 983 bn, 
ARER pri 8 s 26 us |= 32 sb (BBN — EE, 或 两 竖 一 模 ), <= s ETRA RERE. MEE yañu 
保健 控制 两 条 线 ( 一 横 一 竖 ), HERA, 3 A+ 2B<0n, BM, 保全 个 数 


24+ B=: 2 (84+2B)<5 En = dt, 


另 一 方面 ,在 棋盘 上 可 以 摆 上 4n +a, Bush k POR Y, 图 
26.9 所 示 的 摆 法 即 是 -- 例 , ATLETE LAEL- TES, A 
此 所 求 的 数 为 4n， 

26.22 注意 ,在 Hxm 堪 每 上 摆 上 向 个 爸 全 ,使 得 它们 互 
祖 不 受 攻击 的 摆 法 恰 有 m1 种 , 这 是 因为 第 一 行 上 堡 健 有 "种 招 
法 ,第 二 行 上 有 m- 1 种 摆 法 ,等 等 ,最 后 -- 行 有 一 种 手法 。 设 是 
中 结论 不 成 立 。 如 果 横 盘 已 按 题 中 要 求 染色 ， 则 对 任意 一 种 使 
堡 鸡 不 能 相互 攻击 的 所 法 ， Anqas apuk. HA 
在 同色 方 格 上 的 一 对 堡垒 至 多 有 -与 - 种 摆 法 ,余下 的 #-2 个 代 
全 有 (#2)1 所 法 ,所 以 个 信 入 所 有 生 合 要求 的 控 法 救 不 起 1 
过 ( -本 jn- 2)1。 由 此 得 到 ，m- 1< 9, Bi nc2， 与 题 中 条 件 
+I. m 26.9 

26.23，” 设 题 册 结论 不 真 。 则 对 每 个 1= 1 2，…， x”， 必 家 两 个 行 ， 它 们 所 不 同 的 只 是 第 i 个 元 素 。 
对 每 个 都 取 定 这 样 的 两 个 行 , 并 构造 一 个 图 如 下 ;， 表 上 每 一 行 祝 为 图 的 一 个 顶点 , 取 定 的 两 个 行 所 表示 
的 两 个 顶点 连 一 条 楼 , 于 是 得 到 的 -个 具有 n AT min ARNE. REEM, 图 中 含有 -- 个 痕 , 它 经 过 
蘑 些 人 点 ( 即 表 让 的 行 )ei, 0, …; Oa 94。 因此, a1 与 0; 这 两 行 只 有 第 个 位 置 上 的 字母 不 局 , 而 行 ax 5 
ay 0 ao eo 0 与 G1s 它们 在 第 1 个 位 置 上 的 字母 都 相同 。 于 是 , 01 与 m 这 两 行 在 同一 个 位 置 上 的 字 
SERAXS, FE. 

26.24 HAER E E rh Stk e 6 Birh ë pti Pm B 3E2y ANE MAAE P Bip p TT 
标 遇 的 每 个 矩形 都 有 避 数 个 红 顶 点 。 设 某 个 矩形 ma tr TR S RO k, B S£ EF 3 的 情形 宁 类 似 讨 
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$) EDID = 225 ORURIBJBI 3412 IE, m 租 对 的 界面 是 矩形 z. Mn, TE WURDG38 E RB 
中 条 件 ， 则 者 面 m 和 z; 各 有 3 ATA 从 而 以 zi 和 wi 为 界面 的 平行 六 面体 具有 8 个 红 顶 点 数 ， 齐 
盾 ， 现 在 设 每 个 矩形 都 有 偶数 个 红 顶 点 。 考虑 任 党 一 个 平行 六 商 体 , 如 果 它 的 所 有 顶点 都 同色 , 则 红 顶 上 
数 被 4 整除。 如 果 它 的 所 有 项 点 不 全 同色 ,， 则 必 有 一 条 棱 , 其 端点 示 同 色 ， 而 且 所 有 与 它 平 行 的 楼 的 说 点 
也 未 同 公 (因为 每 个 界面 都 有 惕 数 个 顶点 ), 因此 平行 六 面体 的 红 顶 点 数 为 &， 这 就 证 明了 上 面 的 结论 。 萎 
给 集合 瑟 中 的 1f3.1982 个 点 (0, 0, 0), (z, 0, 0), (0, p, 0), (0, 0, z) 一 种 染色 ， 其 中 z, p z 38 i Hi 
1 = 1952 HRAMA. TETA LET R fh FE 染色 方法 ,使 得 连 届 土 述 1+3.19392 个 点 的 
染色 一 -起 ,满足 是 中 条 件 。 为 此 考虑 函数 
Fay 2) -| 0, HACE u, 2) 为 红色 时 ， 
J, HAC, p, z) Ë r. 
上 反之 由 Z (z, p, z)8928 Pn —18 E ri (z, p, RRE, ER 2 加 法 运算 052 如 下 : 
a@b D 当 a +b HRR, 
l, #ma+rb 33 ut, 
HES 
fis, y. z) = fC 0, OBA, y, ODO. 0, 2. 
经 验证 , 这 一 公式 对 土 述 1+ 31982A AERA. ER FITE EEE pu REBA IL, 其 
原 忆 是 ,如 果 惩 形 的 顶点 为 (zi Yo Z), (Zx yn z), (Z ys 2), (2s vo 2). m 
Firn pa TID Fr ye DOF lro Ya DOI,» Ya z) = 0, 
于 是 由 上 商 证 明 的 结论 , 由 f(z, p, z) 的 值 所 确定 的 集合 呈 的 染色 满足 题 中 条 件 。 现 在 证 明 染 色 方 法 的 
唯 tE, HX E, 设 对 五 中 陈 所 说 的 1+3:1982 个 点 外 其 他 的 点 另 给 一 种 染色 ， 使 得 它 连同 给 定 的 这 上 + 
8.1982 个 点 的 染色 一 起 满足 是 中 条 件 , 则 由 上 面 证 明 的 结论 , 顶点 为 (x, y 0), (z, 0, 0), (0, z. 0), (9, 
0, OEFA RR A A 
Jiz, y, 0) = fix, 0, OGO. y 0), 0, 0). 
FHA, fir, 0, z) = F(z, 0, 0)@/(9, 0, z)@ 7(9, 0, 0), 
f(9, y, z) = f(0, y, DODF, 0 z)@ (0, 0, 0). 
fr, y, z) = f(0, 0, Df, 0, DA, y, z) 
= f(0, 0, z)@(f(=, 0, 0)@7/(0, 0, z) 
DA, 0 ON BU y, ODF, 0, z) 
@ (5, 0, 0)) 
= f(z, 0, DDF, s, OBA 0, z), 
HH 于 函数 Jie yz) 的 信和 唯一 确定 点 (+; p. z) 的 颜色 ， 所 以 上 面 给 出 的 台中 其 他 的 点 的 染色 是 唯一 的 ， 
于 是 ,所 求 染色 方法 数 为 2 1982 — 25941 种。 


$27 初等 概率 论 


27.1 设 第 一 与 第 二 个 箱子 里 的 球 数 分 别 为 m 与 mt， 并 设 misimI, 而 它们 所 合 的 日 球 数 分 痹 为 


hi 与 名 出 两 个 取出 的 球 痢 是 习 球 的 梳 率 为-“:- E, FEAR, 


Rk _ KJS 
MaMa EO?’ 
因为 ZT1m ma = 5Ü R: ka 所 以 m FA ms 中 必 有 一 个 被 5 再 除 。 而 n + my 也 被 5 整除 ， 因 此 m, 和 m, 者 被 
5g, TERAMAT: T4 m=i, m= 20, 要 么 mi=10, m; = 15。 如 果 是 前 者 , 则 B k. =54 H 
H 0<kisc5, 0 所 名 所 20， 通 过 考察 的 所 有 可 能 的 值 , 求 得 =3, k. = l8, 于 是 在 第 一 和 第 二 个 钉子 


各 有 隔 个 黑 球 , 并 且 取出 两 个 黑 球 的 概率 为 -为 = 0.04， 同 再, 对 后 者 ， 可 以 求 得 h =9, a =9. T 


Hi + io =25, 
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是 第 - FS BS ITER S PHS ARR 而 取出 两 个 黑 球 的 概率 仍 为 
1 6 | 
qa 15 TE 
27.2 jp ERAI ER AE BEAR ANE, A ARE A s D o a s B 
园 的 概率 为 他 们 都 回答 正确 的 概率 a8 与 回答 都 不 正确 的 概率 (1- .)(1- 0) 2Z3n, Akade 33111 
a+ (1-&3Y(1- 3) = i, Bp (a-z Nê- ;)=0, 


如 果 a= 了 ， 则 上 述 条 件 满足 , 而 县 班 上 男生 数 与 女生 数 之 比 可 凡是 任意 的 。 现在 设 c= 2 ， 骨 5- 3， 
用 x 与 y 表 东 班 上 男生 孝 与 女生 数 , TE LAAR ZENE ERER 6 等 于 取 到 男生 而 且 他 回 
EERME- Ty 月 以 及 取 到 女生 而 且 好 回答 正确 的 概率 -5+ 太 了 之 和 。 因 此 趾 中 的 条 件 可 以 表示 
1 _ x y IY /1 
Ty trih WwW{ 8-2)=(2 y 
所 以 当月 =?= 3 时 , 班 上 男生 与 女生 的 比例 可 以 是 任意 的 。 当 月 -3 而 YA, R, HERRAS $ 
B 过 3 时 , 斑 上 男生 数 与 女生 数 之 比 为 (1 - 2?):(2 有 了), 当然 ,所 给 的 条 件 应 使 这 个 分 数 是 非 负 的 ， 

27.3 设 两 个 3 点 组 构成 的 两 个 三 角形 不 交 , 则 它们 所 含 的 6 个 顶点 互 不 相同 , 反之 如 乐 6 个 项 点 互 
不 粗 同 ， 则 以 它们 为 顶点 可 以 构成 两 个 不 相交 的 三 角形 。 于 征 把 所 含 的 6 个 顶点 开 不 相同 的 币 个 3 点 组 
结 成 对 子 ， 并 把 所 有 可 能 的 这 种 3 点 组 的 对 子 分 为 CS 个 集合 , 当 且 仅 当 两 个 3 点 组 对 所 合 的 6 个 顶点 相 
同时 把 它们 归 在 同一 个 集合 。 一 方面 ， 每 个 集合 由 所 合 的 3 点 组 对 是 由 6 个 固定 顶点 分 为 两 个 3 点 组 怕 
成 的 , 因此 它 含有 =20 个 3 点 组 对 。 另 一 方面 ， 每 个 集合 的 6 个 顶点 怡 有 6 种 方 法 把 安 们 分 为 满足 区 
中 条 件 的 两 个 3 点 细 ， 因 此 所 求 概率 为 h =0.3， 

2 了 .4 如 果 3 点 组 中 有 两 个 项 点 是 取 定 的 , 则 能 够 取 到 第 三 个 顶点 , 使 得 到 的 3 点 组 为 总则 的 方法 种 
数 依赖 于 前 两 个 项 点 之 阅 的 角 距 所 谓 顶点 45 B 2 0038 LEM 1= ZAQB- ,其 中 是 24 边 形 
BRAR. BRAR <n 而 且 粕 邻 从 点 间 的 角 距 为 1。 和 如果 Ln, 则 第 三 个 顶点 有 

(I-l) +2(n- D =2n-1-1 
种 取 法 ; 如 果 1= n, 则 有 24 - 2 种 取 法 。 其 次 , 当 1=1, 2,…, n-i 先 取出 第 一 个 顶点， 然后 再 取 第 二 
个 顶点 ,使 它 和 第 一 个 顶点 之 间 的 角 距 为 上 的 取 法 恰 有 2n-2 =4n 种 ， 当 1 =n 时， 这 样 的 取 法 失 有 2n 种 。 
因此 这 样 选取 3 个 顶点 的 方法 总 数 为 
An > (22—1— D + 2n(2n -2)= 4n(28- 1)(8- 1) — 4 -drán - 1) 
= n(n- 1), 

上 面 所 求 得 的 是 在 这 样 的 条 件 下 的 单 便 3 点 组 的 个 数 , 即 先 取 第 -- 个 顶点 ,再 取 第 二 ,第 三 个 顶点 ， 亦 即 3 
点 组 是 有 序 鬼 。 如 果 顶 点 是 无 序 的 , 则 3 点 组 的 个 数 应 缩小 6 售 ， 而 任意 选取 3 点 组 的 方法 总 数 为 


Ch = 4 -2n(2n 1) (25— 2), 
因此 所 求 概率 为 
€ iD Bn 
Ta jay A 
27.5 因为 在 每 次 操作 后 箱子 里 的 白 球 救 的 吉 偶 性 不 变 ， 因 此 最 后 这 只 球 为 与 球 当 且 人 2 n J a 
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Er. PERILH n Auri, IRELE 1, S n ARRU PRR 0, 
27.6 QSR 5 By albgetim i kA R. REE mok WEF p STRA (n + 1) -m> 
n- ERA q, PIERE AR uen ANIRE DIAES, RAAE 


SPMI, HAE, SAUNA nmu- h, Wae) k OBA n> 
miat a+ 1— n> Ë 事件 n+1-m<n—- hk DAR 因此 p=, E p+g=1, FI 
= -1 
b= 2 * 


27.1 se PR i > k = 1, 2, | 时 均 有 iek- d gjer ñil (ii ia, Ey in) ETEL in LR A 48 id: 
m n- 1, n-2, n- 3, mi PEREDE: n n-l,n-2,n-3,n-4, RRERRDIUEH in ERAB 
Eti 38 in E A, ia -1 ERER 4A. mA i ho -n h 也 都 只 IE Ey 4 A= 18, TU Yi, izn ts DT /将 Tas 
4 下 的 3 个 数 任 音 排 列 得 训 。 于 是 , 在 所 有 但 个 排列 中 , 侣 平 题 中 条 件 的 排列 属 有 种 -3x31 
F. BENRA RHE EAL, 

27.8 把 所 有 又 牌 方式 配 成 对 ， 使 得 同一 对 的 得 牌 方式 是 互 为 及 序 的 : PURIA n TZ EZ T Rs SE Ah Ni F 
mire, TREE FZ hul ip B ak ir. MARA B kE 3n U H ONE PB. MERE- E HB El S — SE 4 e Z 
h Pk HU, 由 在 它 前 芭 序 每 牌 中 第 二 张 才 应 在 第 w+i- R IXH). THS XT E 2 5 PF00325 BE y sN rh, 
与 #+1 -下 的 算术 平均 Ea Bal. BEINA? 和 亚 牌 方式 ， 取 到 第 二 张 4 的 取 牌 次 数 的 平 盎 值 为 
n + 1 


2 
27.9 JE SEFI E fas mty i AR EJE r HES Cia 1 Ey iz, iD BE Ez A, TERR ASER- H 
W. EAM A8OTOOE n HAR W 人 > 下 恰好 在 每 个 对 的 一 个 排列 中 组 成 一 个 道 序 。 因 为 满足 R< msn ft) 
Saaai nn CDe A peeraa eto CD", RII EIHEF F 


Monday TEND, at RAA IURAT. 

27.10 IREA æ= (tp ms v, to ARAM P, BAA (€ 41, 2, =, 2n- 1p, 使 得 [T -tal =n, 
加 z, 与 re aH a — iE MAA AEREA EAIC E S, MARE HAE 
RRE ET. a= (t to V, r) € T, WU jt- rln, 于 是 存在 5E (3, d, =, 20-1}, HHH 
Zeji l h e aln, 但] 本 一 区 | =n, Wú 

gla) = SFr, Pa "5 Feets Ti Za "5 Tms 

显然 pfe)ES， 建 立 集合 了 到 总 的 上 映射 加 如 下 :对 =E 了 ， 令 p (a) 55 e 相对 应， FAEH 对 集合 了 中 不 
冶金 排列 a 与 B, 排列 从 的 与 六 (及 也 不 则 ,四 此 如 合 工 所 含 的 排列 个 数 不 超 过 集合 S 所 含 的 排列 个 数 ， 
后 韦 显 然 小 于 所 有 具有 性 质 卫 的 排列 个 数 。 从 而 所 有 于 具 有 性 质 P 的 排列 个 数 小 于 所 有 具有 性 奈 喇 的 排 
sU S SL. 


27.11 首先， 看 到 男孩 的 记录 里 至 少 出 现 一 个 字母 的 概率 为 1。 在 第 一 次 出 现 字母 后 接连 出 现 
PO, QO, PP, OP 之 一 的 概率 相同 ， 都 为 并。 在 第 -种 情形 下 , 游戏 者 互 嘉 ， 在 第 二 种 情形 下 ， 游 戏 者 
-4 离 , 如 打出 现 的 是 第 三 种 情形 ， 则 游戏 者 们 都 有 同样 的 机 会 ， 这 时 又 回 到 游戏 的 初始 状态 。 在 第 四 种 情 
E, 接着 出 现 字 结 O 的 概率 为 十 而 且 游 戏 者 召 赢 ; 而 又 接着 出 现 字母 忆 的 概率 为 g 这 时 游戏 者 们 
者 有 癌 梯 的 机 会 ,他 们 又 处 在 开始 的 地 位 。 于 是 4 赢 的 概率 为 q B 启 的 概率 为 


1 11 3 
43429 8! 


而 和 游戏 岩 们 加 到 开始 的 状态 的 概率 为 . BARA B AANA LERE AEK. 
27.12 FEREARE RETER ENAK: 
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rm 


(1) 击 中 已 ， 则 射手 才 在 总 第 ~ 次 射击 时 被 击 中 的 概率 为 1. 
(2) 击 中 如 ， 则 射手 CC 在 第 一 次 射击 时 击 让 有 4 的 概 塞 为 9.5, 射手 人 4 有 机 会 进行 第 二 次 射击 ,并且 击 


中 心 的 概率 为 0.5.0,3, 射手 C 有 机 会 进行 第 二 次 革 击 并 且 沪 中 4 的 概率 为 0.5.0,7,0,5， 出 手 .4 有 机 会 
0.5.0.3.0.5.0.1.0.5.0.3+0.5.0.T.D.5.0.1.0.5.0.8 + 
=0.13(1+0.35 + 0.952: ...) = 0.15 iiia _ Ta „100 
_ 3 
13 " 


(3) 没有 击 中 任何 人 , 接着 是 如 射 讲 。 因 为 射手 C 的 威 肪 大 ,所 以 如 向 射击 ， 并 击 中 C。 于 是 -4 以 
概率 0.3 击 中 有 ,从 而 赢得 这 场 志 斗 

因此 ,对 射手 4 最 有 利 的 做 法 是 , 他 不 击 中 任何 人 , 即 第 一 次 射击 时 应 放空 枪 ， 

27.18 注意， 因为 立方 体 中 除 B 和 C: 外 任意 一 个 项 点 部 有 ~- 条 革 多 出 两 条 核 构成 的 通路 到 达 D 
或 ,所 以 硕 息 从 立方 体 的 任意 一 个 顶点 出 发 而 停留 在 B R O 的 梳 率 不 小 于 。 因此 质点 在 走 两 步 后 
TER B RO 的 概率 不 超过 1-1 = 5, 从 而 质点 在 走 28 SAREE B RO 的 概率 不 超过 ( 9 ) ， 
因此 质点 总 不 党 在 召 或 C 的 概率 不 超过 ( 9 ) ， &E W， 即 为 0。 于 是 质点 最 终 停 在 B' 或 C' 的 概率 
为 1、 其次, 用 成 表示 质点 从 顶点 4 出 发 最 后 停 在 顶点 B 的 枝 率 , 则 质点 从 4 出 发 最 后 停 在 C' 的 概率 为 
1- p. Bl q 表示 质点 从 B 出 发 最 后 停 在 B MER ARAA HERRE C 的 概率 为 1- 9， 由 对 将 
全 得到, 质点 从 万 下 发 最 后 停 在 8' 的 窜 率 为 1 p, MA 出 发 停 在 B' 的 概率 为 % 而 从 C 或 也 ' 出 发 停 在 
8: 的 概率 为 1~g。 和 如果 质点 从 4 出 发 则 走 一 步 后 到 生 ，D， 3 的 概率 都 是 3、 因 此 从 4 点 出 发 最 后 停 在 
B' 的 概率 为 

p=; (l= p) + 2a+ 3 a, 即 4p- 2q=1., 
同 理 ,质点 从 旦 出 发 最 后 停 在 B 的 概率 为 


_1 1 1 Dna 
q=. tall q) + g P. BI dg P 2, 


因此 p= 后 。 于 是 质点 停 在 B 的 概率 为 ， 停 在 C 的 概率 为 Q. 


27.14 设 买 回来 的 巧克力 糖 中 怡 有 睛 张 不 疝 的 肖像 。 如 梁 再 买 一 块 芋 苑 为 , 其 中 的 肖像 是 过 去 没有 
遇 到 的 ; 则 称 这 块 巧克力 是 特殊 的 。 用 M 表示 为 了 买 到 一 块 特殊 巧克力 所 需要 买 的 巧克力 的 平均 块 数 ， 


则 纺 着 买 来 的 巧克力 为 特殊 的 概率 为 -对 = 上， 而 不 是 特殊 的 概率 为 E, 如 果 买 来 的 这 块 巧 克 力 不 是 特殊 
的 , 则 为 了 买 到 一 块 特殊 巧克力 所 需要 买 的 巧克力 的 平均 块 数 仍 为 Wx。 由 定理 100 得 到 ， 
MaE AM) 








从而 Ms =- p BARE 99, Br 6 89388 3891578 J 803385 AA 
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